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Nota preliminar
de la traductora

Para iniciar en el estudio del digebra a los alumnos universitarios,
existen numerosos textos —tanto en castellano como en otros idio-
mas— que presentan las materias en forma sistemdtica. Pero el tex-
lo escrito por el profesor Bruce E. Meserve difiere notablemente
de esas obras, porque elude el tratamiento sistemdtico del andlisis
algebraico y presenta aquellos conceptos fundamentales que con-
fieren unidad a la matemdtica y que por ser tan generales, se
encuentran en todas las ramas de esta ciencia.

Pocos textos de matemadtica tienen el atractivo que posee este
libro, cuyo acierto principal es, sin lugar a dudas, la nueva orien-
tacion que da a las materias, al presentar el estudio de los temas
del dlgebra cldsica desde el punto de vista del dlgebra moderna,
en forma tan general, que ésta sirve de enlace entre las dos po-
siciones.

El lenguage sencillo y claro —reflejo, sin duda, del empleado por
el autor en sus largos afios de docencia—, contribuye a prestarle ese
atractivo, al mismo tiempo que realza su valor diddctico. La tra-
ductora se ha esforzado por conservar estas cualidades en la version
casteliana.

AMALIA VILLARROEL BASCOPE






Prologo

El presente libro se basa sobre un curso de 4lgebra, que forma parte
de aquél que bajo el titulo de “Conceptos fundamentales de mate-
miticas” se ha estado desarrollando en la Universidad de Illinois en
el transcurso de los Gltimos cuarenta afios. En €l se presentan y se
aplican los temas de andlisis junto con los de dlgebra. El curso en
referencia se completa con otro volumen dedicado principalmente
a conceptos fundamentales de geometria.

Se ha adoptado aqui un punto de vista moderno del dlgebra y
del analisis, es decir, se reconoce la necesidad basica de conocer los
conceptos fundamentales de estas materias, fuera de lo que pro-
porcionan los cursos especializados de cada una de sus muchas sub-
divisiones. Dicha necesidad la experimentan sobre todo los futu-
ros profesores de matemdticas de nivel secundario, los estudiantes
de nivel pre-universitario que se preparan para cursos superiores
especializados de matemdticas y cualquiera persona que desee una
amplia educacién liberal.

Durante varios afios el autor y otros han empleado como texto
la versién mimeografiada de este libro en el nivel superior pre-
universitario y en los cursos de graduados®. La mayoria de los
estudiantes de este nivel han estudiado, previamente, matemati-
cas (college mathematics) hasta el cdlculo. Sin embargo, este libro
también se ha empleado con éxito en aquellos casos en que no
se exigia el cdlculo como requisito previo. Hay abundante mate-
rial para un curso de cuarenta y cinco horas de clase.

*El texto dice ‘‘advanced undergraduate-graduate level”. (N. de la T.).
) 50 1 (4



Meserve / Conceplos fundamentales de algebra

Al tratar el sistema de niimeros complejos y las teorias elemen.
tales de nimeros, polinomios y ecuaciones (Cap. 12 1v) se aplican
los conceptos y la terminologia del dlgebra moderna. Los Capftu-
los v (Determinantes y Matrices) y vi (Construcciones) dependen
de los primeros cuairo capitulos, pero son independientes entre
sl. El vasto alcance de este libro se debe a que se han considerado
principalmente los conceptos fundamentales dentro de las diversas
materias. Estos conceptos se ilustran con numerosos ejemplos y fre.
cuentemente la teorfa se amplia mediante series adecuadas de
ejercicios. Este libro se preocupa principalmente de los conceptos
fundamentales de las matemdticas superiores (dlgebra y analisis)
en su relacién con las matemdticas elementales. De esta manera,
pretende introducir los conceptos de las matemdticas superiores y
lograr asi que el lector adquiera un conocimiento acabado de las
matemdticas elementales,

El autor expresa sus agradecimientos al profesor E. B. Lytle,
al profesor Echo Pepper y a Ia profesora J. H. Chanler, por su con-
tribucién al desarrolio del curso que dio origen a este libro. Cabe
agregar que la profesora Chanler ha empleado como texto, en sus
clases, la versién mimeografiada de este libro e hizo muchas suge-
rencias valiosas durante toda la preparacién del manuscrito.

También debo agradecer las criticas constructivas de muchos
alumnos, al profesor F, E. Hohn, que ley6 el manuscrito, a mi es-
posa, que dactilografié el manuscrito, y a los editores por su co-
operacién y su eficiente desempefio. E1 autor estd sinceramente
agradecido de todos y de cada uno de ellos.

Bruck E. MESERVE

Diciembre, 1952,

Y12 ¢



CAPITULO 1

Nuestro sistema de niimeros

Casi todo el mundo emplea diariamente un sistema de ndmeros,
sin embargo, ‘pocos pueden describir con exactitud lo que e un
sistema de nuimeros. En este capftulo nos esforzaremos por conse-
guir una apreciacién correcta de lo que son los numercs y algu-
nas de sus relaciones entre ellos, A continuacién se presenta un
método de estudio de los tres sistemas de nuumeros que se usan
mds corrientemente hoy dia: los ntumeros racionales, los niimeros
reales y los numeros complejos. Durante este estudio resultard
evidente que estos tres sistemas se relacionan de modo que los nu-
meros reales comprenden a los nimeros racionales, y los complejos
comprenden a los reales y a los racionales. Se mencionarn, bre-
vemente, algunos otros sistemas de numeros,

11 CONJUNTOS. Losnimeros se asocian fre-
cuentemente a conjuntos de objetos. Tres hombres, tres piedras,
tres troncos, tienen una propiedad commin que pudo haberse in-
dicado primitivamente por ///. Presentaremos unas cuantas pro-
piedades de los nimeros en términos de conjuntos (se definen
oportunamente) y de correspondencias entre conjuntos. M4s ade-
lante, adoptaremos algunos postulados como base para un estudio
m4s completo de los ndmeros.

El concepto de conjunto, clase, coleccién de elementos es fun-
damental, no solamente en matemadticas, sino también en la vida
diaria. Por ejemplo, uno a menudo se refiere a un par de zapatos,
a un juego de palos de golf, a un juego de piczas de ajedrez, a una

)13



Meserve / Conceptos fundamentales de Slgebra

baraja de naipes, a una coleccién de libros, a un juego de neuma-
ticos para un automévil, etc. En matemdticas se podria considerar
el conjunto de numeros enteros positivos, los tres vértices de un
triangulo, las raices de una ecuacién polinomia, el conjunto de
nfimeros enteros positivos pares menores que 1.000, el conjunto de
numeros primos positivos, la totalidad de los miuneros reales, etc.
En rigor, parafraseando a G. Cantor, definiremos un conjunto* §
como la reunién en un todo de objetos percibidos o considerados
distintos; estos objetos se denominan los elementos de S. En la
practica, el lector logrard comprender todo el significado e impor-
tancia de este concepto (asi como de muchos otros), a medida
que se haga mayor uso de éL

Los numeros que el hombre primitivo usé primero para contar
los elementos de un conjunto de objetos se llaman numeros natu-
rales o nimeros enteros positivos. Técnicamente, los niimeros en-
teros positivos son simbolos. Pueden escribirse como /, [/, [[/,
w1, 01, i, o 1, 2, 8, .. o de muchas otrag maneras. Existen tam-
bién muchos otros simbolos, tales como 0, —3, \/ET y m, que mas
adelante definiremos como ntmeros; es decir, ampliaremos el sig-
nificado de “numero” para incluir simbolos que no son enteros
positivos. Sin embargo, consideraremos primero algunas de las
propiedades basicas de los miimeros enteros positivos.

Cuando los enteros positivos s¢ usan para contar los elementos
dle un conjunto, suelen llamarse nimeros ordinales; cuando se em-
plean para designar el nimero de elementos de un conjunto, se
llaman ntmeros cardinales. Consideraremos el concepto de numero
cardinal en términos de las propiedades comunes de los conjuntos,
de cualquier clase de conjuntos que tengan el mismo ndmero car-
dinal.

La propiedad comun a los conjuntos de tres hombres, tres pie-
dras, tres troncos, pudo haberse observado por primera vez cuan-
do cada hombre tenfa una piedra en su mano o estaba sentado en
un tronco. Esta propiedad comtn se comprende mis ficilmente
si se expresa por medio de correspondencias biunivocas, otro con-
cepto fundamental de las matemiticas. Existe una corresponden-
cia biunfvoca entre los elementos de los conjuntos 4 y B, siem-
pre que cada elemento del conjunto 4 corresponda exactamente

*En el presente texto se indicardn con letra cursiva los términos nuevos al ser
definidos o identificados por primera ver.

) 14 ¢



1= 2 Los phmeros cardinales

a un elemento del conjunto B y cada elemento del conjunto B
sea €l correspondiente de exactamente un elemento del conjun-
to 4. El nimero cardinal b de cualquier conjunto B, designa una
propiedad comiin de todos los conjuntos 4, tales que los elemen-
tos de cada conjunto 4. puedan coordinarse en correspondencia
biunivoca con los elementos de B.

Podemos asociar, el mismo ntmero 3, con cada uno de los con-
juntos de hombres, de piedras y de troncos si y sélo si podemos
contar los elementos de cada conjunto empleando los enteros 1,
2, 3, es decir, si existe correspondencia biunivoca entre cada con-
junto. y el conjunto de los enteros positivos 1, 2, 8. De aqui que
el numero 3 represente una propiedad comun a los conjuntos de
tres enteros, tres hombres, tres piedras, tres troncos y a cualquier
otro conjunto de elementos que puedan coordinarse en correspon-
dencia biunfvoca con cualquiera de estos conjuntos. En otras pala-
bras, todos los conjuntos que pueden coordinarse en corresponden-
cia biunivoca con el conjunto 1, 2, 8, tienen una propiedad comin
que se designa con el nimero cardinal 8. En este sentido, el niime-
ro cardinal 3 sirve para denotar cualquier conjunto de esta clase
de conjuntos. Este concepto y el concepto de correspondencia biu-
nivoca entre conjuntos, constituye el fundamento de nuestro estu-
dio sobre las propiedades de los nimeros cardinales.

EJERCICIOS

1. Nombrar o describir dos conjuntos de elementos que tengan el nimero
cardinal 4 e indicar cdmo se puede establecer entre ellos una correspondencia
biunivoca.

2. Repetir el Ejercicio 1 con otro par de conjuntos que tengan el numero
cardinal 4,

8. Repetir el Ejercicio 1 con el nimero cardinal 10.

4. Repetir el Ejercicio 1 con el niimero cardinal 20.

1-2 LOS NUMEROS CARDINALES. Si
para un conjunto dado § de elementos existe un nimero entero
positivo N tal que los elementos de § puedan coordinarse en co-
rrespondencia biunivoca con el conjunto de los enteros positivos
1, 2, .., N, decimos que § es un conjunto finifo con el ntimero car-
dinal (finito) N. 8i no existe un ntimero entero positivo N que
tenga esta propiedad, y si § tiene, por lo menos, un elemento, de-

» 15 (



Mesarve / G fund tales de Algchra

cimos que § es un conjunto infinito. El ndmero cardinal de cual-
quier conjunto finito puede obtenerse contando los elementos del
conjunto, es decir, corresponde al mayor nimero ordinal que se
necesita para contar los elementos del conjunto. El concepto de
numero cardinal considerado como un represéentante cualquiera
de una clase de conjuntos permite asociar numeros cardinales trans-
finitos con conjuntos infinitos (Cap. r-13).

Las comparaciones entre numeros cardinales deben concordar
con las comparaciones correspondientes entre los conjuntos de ele-
mentos representados por los nimeros cardinales. En efecto, los
mimeros cardinales ¢, b, que representan los conjuntos 4, B, son
iguales (se escribe @ = b) y se dice que los conjuntos son equiva-
lentes si existe una correspondencia biunivoca entre los elementos
de los dos conjuntos. El nimero cardinal a es menor que el nu-
mero cardinal b (se escribe a < b) y & es mayor que a (se escribe
b > a), si después de asociar cada elemento de 4 con un elemento
de B {uno a uno) queda, por lo menos, un elemento de B, al que
no le corresponde ningin elemento de 4, y no existe entonces una
correspondencia biunivoca entre los elementos de B y los elemen-
tos de 4. La segunda condicién es superflua, en el caso de los
conjuntos finitos, pero necesaria para los conjuntos infinitos. Por
ejemplo, si ambos conjuntos 4 y B comprenden al conjunto de
todos los nlimeros enteros positivos 7, existe una correspondencia
biunivoca (n a n) de cada entero consigo mismo y el conjunto 4
tiene el mismo numero cardinal que el conjunte B. Sin embargo,
se puede establecer, también, una correspondencia biunivoca (n
a 2n) entre todos los niimeros enteros de A y los nimeros enteros
pares. de B. En esta correspondencia entre dos conjuntos infinitos
quedan eleinentos de B (los niimeros enteros impares) que no co-
rresponden a ningtn elemenio de 4. Consideraremos este proble-
ma en forma mas detallada en nuestro estudio sobre los nimeros
cardinales transfinitos (Cap. 1-18). Como ejemplo para el caso de
conjuntos finitos, sean 4 el conjunto de alumnos de una clase, y
B el conjunto de sillas de la sala de clases. 8i cada alumno tiene
una silla y cada silla estd ocupada por un alumno, entonces ¢ = b.
Si cada alumno tiene una silla y, por lo menos, queda una silla
sin ocupar, entonces a < b. Si todas las sillas estin ocupadas y, por
lo menos, un alumno no tiene silla, entonces a > &.

Un conjunto de elementos B se llama subconjunto de un con-

§18 {



1-2 Los nfimeros cardinales

junto A4, si cada elemento de B es un elemento de A; y se Hlama
un subconjunto propio si es un subconjunto y hay, por lo menos,
un elemento de 4 que no es un elemento de B. Un conjunto que
no contiene ningun elemento es un conjunio vacio o nulo y se
considera como un subconjunto de cualquier conjunto. Usando
esta terminologia, @ = b si A es equivalente a un subconjunto de
B,y B es equivalente a un subconjunto de 4; a < b si 4 es equiva-
lente a un subconjunto propio de B y B no es equivalente a nin-
gun subconjunto de 4. Dados dos conjuntos finitos 4 y B cuales-
quiera con ntmeros cardinales a, b, podemos comparar los nimeros
cardinales por medio de los subconjuntos 1, 2, .., a y 1, 2, .., b
del conjunto de los nimeros enteros positivos, Sea € el conjunto
1, 2, .., ¢ de nimeros enteros positivos que se encuentran en am-
bos subconjuntos, Si ¢ == a y ¢ 5% b, entonces a < b. Sic=ay
¢ = b, entonces ¢ == b. 8i ¢ = b y ¢ 54 g, entonces b < a. De esta
manera, hemos demostrado que para dos conjuntos finitos 4 y B
cualesquiera con numeros cardinales a, b, debe ser vélida exacta-
mente una de las relaciones siguientes: a < b, a = b, o bien, a > b.

El ejemplo anterior de los alumnos, puede ampliarse para ilus.
trar la suma de los nimeros cardinales. Sea G* el conjunto de
nifias de Ia clase, B* el conjunto de nifios, C* el conjunto de si-
llas y g, b, ¢ los nimeros cardinales respectivos de estos conjuntos.
Si cada estudiante tiene una silla y cada silla estd ocupada por
un estudiante, entonces, ¢ = g 4 b. Lin general, dados los conjun-
tos 4, B, C, en que 4 y B no tienen elementos en comun (es decir,
que los conjuntos 4 y B son mutuamente exclusivos) , podemos escri-
bir ¢ -+ b = ¢, cuando existe una correspondencia biunivoca en-
tre los elementos de € y la totalidad de los elementos de 4 y B;
en otras palabras, C es equivalente a 4 4 B en que la suma de
conjuntos ha de entenderse en el sentido de la teorfa de conjuntos,
como totalidad de los elementos, De esta manera, puede compren-
derse ficilmente la adicién de dos ntmeros cardinales cualesquie-
ra por medio de correspondencias biunfvocas. También se puede
definir la multiplicacién de los nimeros cardinales. La sustrac-
cién y la divisién se pueden definir sélo en casos especiales. Por
ejemplo, se puede escribir ¢ — b == g, si y sblo si existe un nimero
cardinal a tal que ¢ = a 4 b.

*En inglés G de girl, nifia; B de boy, nifio; y C de chair, silla, (N. de Ia T.}.
Y



AMeserve / Conceptos Fundamentales de algebra

E]l producto de dos numeros cardinales, asi como el producto
de dos ndmeros enteros positivos, puede expresarse utilizando el
concepto de adicién sucesiva: 1 ¢ =4q,2 ¢=64 4 4,8 - a=a
+ a - a, ... Siel namero de nifios es igual al ndmero de nifias
en la clase a que nos referiamos anteriormente, entonces g == b y
¢=0b 4 b =2+ b En este caso, el producto ab = 2b es el ni
mero cardinal de un conjunto G equivalente a la suma de la tota-
lidad de los elementos del conjunto C, de sillas ocupadas por las
nifias y del conjunto €, de sillas ocupadas por los nifios. En ge-
neral, se escribe ¢ = ab, siempre que C sea equivalente a la suma
de la totalidad de los elementos de los conjuntos C;, C,, ..., Cs mu-
tuamente exclusivos; cada G, es equivaleme a B, y existe una
correspondencia biunivoca (que se ha sefialado con subindices) en-
tre los elementos de 4 y el conjunto de conjuntos C,. En el ejem-
plo anterior, C es equivalente a B - G, B es equivalente a G,
existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de 4,
por ejemplo, a,, a,, y el conjunto compuesto de los elementos B,
G. Se puede escribir también ¢{b = a, siempre que ¢ = ab.

Las cuatro operaciones racionales (adicién, sustraccién, multi-
plicacién y divisién) se examinardn ampliamente en el presente
texto. En el caso de los numeros cardinales, se ha visto que la su-
ma de dos numeros cardinales cualesquiera es un numero cardi-
nal; la diferencia entre dos nimeros cardinales es un numero car-
dinal, para los casos en que est¢ definida; el producto de dos ni-
meros cardinales cualesquiera es un numero cardinal; y el cuo-
ciente de dos nuimeros cardinales es un numero cardinal, siempre
que esté definido previamente. Ademas, nuestras definiciones bas-
tan para permitirnos probar que: a) los nimeros cardinales satis-
facen las relaciones corrientes de orden para los nimeros enteros
positivos (Ejercicios 7 y 8); v b) que la suma (Ejercicio 9) vy la
multiplicacién (Ejercicio 10) de numeros cardinales tienen las
mismas propiedades bdsicas que se atribuyen a la suma y multi-
plicacién de los nmimeros enteros positivos (Cap. 1-5).

Antes de considerar las propiedades de los nimeros enteros po-
sitivos convendria examinar, brevemente, los términos “operacién”
y “relacién”. Dado cualquier par de elementos a, b de un conjun-
to §, a menudo se asocia con ellos otros elementos, tales como
a4 b,a—>b,a-b,albdeS Tales operaciones se [laman opera-
ciones binarias en S. En general, un conjunto § es cerrado bajo
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una operacién binaria ¢, y la operacion estd untvocamente de-
terminada sobre el conjunto §, si para todos los elementos a, b de
S, el elemento a & b es un elemento unico de §. Las operaciones
binarias de suma y multiplicacién ya se han definido sobre ¢l con-
junto de nimeros cardinales.

También se pueden comparar dos elementos a y & de un conjun-
to S. Por ejemplo, @ > b y a = b indican comparaciones o relacio-
nes binarias entre los clementos de S. Una relacion binaria g
estd definida sobre un conjunto S, si para tode par ordenado (a,
b) de elementos de S, puede determinarse si la relacién es vdlida
o no. Se dar4 por aceptado que cualquiera relacidén binaria debe
ser vilida o no serlo. Basicamente, supondremos que dados dos
ntimeros cualesquiera a, b precisamente debe ser vilida una de
las relaciones ¢ — b, 0 @ == b. En este texto nos ocuparemos de
las operaciones binarias y las relaciones binarias. En general, el
conjunto S estard determinado: el conjunto S podria ser un con-
junto particular de niimeros o un conjunto de polinomios de cier-
tas variables definidas con coeficientes pertenecientes a un con-
junto particular de numeros. Nos preocuparemos de definir o de
indicar las caracteristicas de todas las relaciones empleadas, te-
niendo en cuenta sus propiedades fundamentales, es decir, se es-
tablecer4n propiedades de la relacién tales, que todas las proposi-
ciones en que aparezca la relacidén, serdn vélidas para todas las re-
laciones que tengan estas propiedades.

Las operaciones binarias de adicién y multiplicacién se tratarén
de la manera ya descrita, es decir, se intentard caracterizar estas
operaciones mediante sus propiedades bésicas. En efecto, el desa-
rrollo del sistema de numeros considerado en este capitulo, es
esencialmente una consideracién de las propiedades bésicas de las
relaciones de equivalencia, de los nimeros enteros positivos, de
la adicién, de la multiplicacién, de las relaciones de orden, de los
ntmeros inversos, de las operaciones inversas, de los ntmeros ra-
cionales 'positiy__os, de los niimeros negativos, de los nimeros reales
y de los nimeros complejos. El orden de las materias en este es.
tudio sigue fielmente aquél de la evolucién histdrica de nuestro
sistema de ntmeros. La forma de postulados en que se presenta
la materia obedece a una formalizacién matemdtica relativamente
moderna que acentia los conceptos fundamentales sobre los que
se basa el 4dlgebra (véase Bibliograffa N¢ 10, pigs. 221-232). El
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modo de abordar la teorfa de los conjuntos es también compara-
tivamente reciente (véase Bibliografia N¢ 28), En el N¢ 17 de la
Bibliografia, se encontrari una relacién no técnica del desarrollo
del concepto de numero con muchas anécdotas historicas.

ZJERCICIOH

1. Dar un e¢jemplo de suma de numeros cardinales utilizando conjuntos
de elementos.

2. Dar un ejemplo de sustraccién de némeros cardinales, utilizando con-
juntos de elementos.

3. ¢Esti determinadoe a — b para todos los numeros cardinales? Explicar.

4. Proponer un ejemplo de conjuntos 4, B, que satisfagan las siguientecs
condiciones: (1) a = b (b) a = 2b; (¢) a =4b; (0) a < b

5. Citar un ejemplo de conjuntos 4, B, que satisfagan las siguientes condi-
ciones: (a) que a — b esté definido; (b) que a — b no esté definido; () que
e/b esté definido; (d) que a/b no esté definido,

6. Valiéndose de sus conocimientos sobre nlimeros enteros, indique una
correspondencia biunivoca entre los numeros enteros positivos y (a) los -
meros enteros positivos pares; (b) los némeros enteros negativos; (¢) los mi-
meros enteros positivos miltiplos de diez; {(d) las potencias enteras positivas
de dos.

7. Demostrar gue para niimeros cardinales a, b, ¢, cualesquiera se verifica
() sia<byb < ¢ entoncesa < ¢; (b) sia < b,entonces @ o ¢ < b 4 ¢
(¢) sia < b, entonces ac < be.

8, Definir a = b para nimeros cardinales 4, &, cualesquiera y repetir el

Ejercicio 7 para la relacidn =

9. Demostrar que para nGmeros cardinales a, b, ¢, cualesquiera: (a)
@ 4 b e un numero cardinal tinico; (b) ¢ + b = & 4 a7 (9 (@ 4 B)
fe=64 (b9,

10. Demostrar que para numeros cardinales a, b, ¢ cualesquiera: (a) ab
¢s un numerc cardinal wWnico: (b) ab = ba; () (able = &bey (d)
(a4 b) ¢ = ac .4 be.

1-3 RELACIONES DE EQUIVALENCIA.
Toda relacién que tenga las tres propiedades siguientes, es decir,
que sea;

reflexiva, a = a,
simétrica, ¢ — b implica b = a,
transitiva, ¢ = by b = ¢ implican ¢ = ¢,
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se llama una relacidn de equivalencia. Puede demostrarse, como
se indica a continuacién, que la equivalencia de conjuntos es una
relacién de equivalencia y, por lo tanto, que la igualdad de nu-
meros cardinales, tal como se define en el Cap. 1-2, también lo es:
es reflexiva, puesto que los elementos de cualquier conjunto pue-
den ordenarse en correspondencia biunivoca con ellos mismos; es
simétrica, dado que cualquiera correspondencia biunivoca entre
los elementos de un conjunto 4 y los elementos de un conjunto
B, puede también considerarse como una correspondencia biuni-
voca entre los elementos del conjunto B y los del conjunto 4. Por
ultimo, es transitiva, ya que una correspondencia biunivoca entre
los elementos de un conjunto 4 y aquellos de un conjunto B y

o  bgrammmnen €
-~
dq "“--._’4:’ by — 2
,/ -“hl\“ ’_.’
ay” &2 €
Fig. 1-1

una segunda correspondencia biunivoca entre los clementos de B
y aquellos de un conjunto C, dan origen a una correspondencia
biunivoca entre los elementos de A4 y aquellos de C. Por e¢jemplo,
en el caso de conjuntos finitos, si designamos los elementos co-
rrespondientes de 4, B, G por a,, by, ¢, respectivamente, obtenemos
correspondencias similares a aquellas que se indican en la Fig. 1-1.

También se puede demostrar, empleando las definiciones acos-
tumbradas, que la “identidad” (=}, la “congruencia” (=) de
figura geométricas, y la “semejanza” (—) de figuras geométricas
son relaciones de equivalencia. De esta manera, cada uno de los
simbolos —, =, ==, ~ representa “igual a” en un sentido mate-
mitico bien definido. Ahora nos serviremos de la relacién de equi-
valencia — para describir las caracterfsticas de los mimeros ente-
108 positivos mediante los postulados de Peano. Como se sefialo
en el Cap. 12, se da por aceptado que dados dos numeros a y b,
debe verificarse exactamente una de las dos relaciones ¢ =— b,

a 3= b,
FJERCICIOS

1. sExpresa el signo < una relacién de equivalencia? Explicar
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2. Demostrar que la scmejanza de figuras en geometrfa plana es una rela-
cién de equivalencia,

3. sRepresenta el signo s una relacién de equivalencia? Explicar.

4. Determinar cwiles de las siguientes relaciones entre estudiantes son rela-
ciones de equivalencia: (2) tener la misma edad, por ejemplo: Ruth tiene la
misma edad que Juan; (b} ser mayor; {¢) tcner por lo menes la misma edad
que...; {d) temer ¢l mismo peso; {¢) tener pesos diferentes; (f} tener mejores
calificaciones; (g) rLener en comun una caracteristica cualquicra dada; (h) no
tener cn comun una caracteristica dada,

5. La propicdad de lus personas de ser diferentes, ses una relacién de equi-
valencia? Explicar.

6. Dar un cjemple de una relacidn que sca transitiva, pere que no sea refle-
xiva ni simétrica.

7. Dar un cjeraplo de una relacién que sea reflexiva y transitiva, pere no
simétrica,

8. Dar ua cjemplo de una relacién que sea simétrica pero no sea reflexiva
ni transitiva.

9, Demostrar que, considerade como conjunto de clementes, el conjunto de
los niimeros enteros positives es exquivalente al conjunto de las potencias enteras
positivas de diez.

10. Tiustrar la equivalencia entre €] conjunts de puntos de un segmento de
recta de una unidad de longitud y <l conjunto de¢ puntos d¢ un segmento de
recta de diez unidades de longitud.

I1. Tlustrar la equivalencia entre el conjunto de puntos de una recta y
el conjunto de puntos de una circunferencia a la cual se le ha suprimido un
punto.

12. 1lustrar la equivalencia entre el conjunto de puntos de un plano y
el conjunto de puntos de una esfera a la cual se l¢ ha suprimido un punto.

I-4 LOS POSTULADOS DE PEANO.
Ahora, vamos 2 iniciar el estudio de nuestro sistena de nuameros
siguiendo un orden légico. En esta seccién se formulardn, prime-
ro, cinco propiedades que pueden usarse para distinguir a los ng-
meros enteros positivos; en seguida, se dard por aceptado que los
niimeros enteros positivos tienen estas propiedades (es decir, estas
propiedades se considerardn como postulados para el desarrolio de
nuestro sistema de numeros) y finalmente se empleard uno de estos
postulados para obtener un procedimiento formai para demostrar
que una relacién cs valida para todos los niimieros enteros positivos.
Las cinco proposiciones siguientes se conocen con el nombre de
postulados de Peano:

P22 {
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(i) 1 es un entero positivo.

(ii} A cada entero positivo a le corresponde como sucesor un
enterp positivo tnico a*.

(iify A ningun entero positivo le corresponde 1 como sucesor.

(iv) Si a* = b’, entonces ¢ = b.

(v) Todo conjunto de enteros positivos que contenga a 1y al
sucesor de todo entero positivo del conjunto, contiene a todos los
enteros positivos.

El postulado (v) suele llamarse el principio de induccion com-
pleta y constituye la base del principio de induccién matematica.
Ya que todo entero positivo a tiene un sucesor &%, no existe un
entero positivo mayor que todos los demds y no es posible verificar,
por separado, ninguna relacién para cada uno y para todos los
enteros positivos. Por consiguiente, para demostrar que una relacidn
o proposicién es valida para todos los enteros positivos n necesita-
mos aplicar el principio de induccién completa. Mids especifica.
mente, consideramos el conjunto S de enteros positivos para el cual
la proposicién se verifica (es vilida). Si 1 pertenece 2l conjunto §
y, para cada entero positivo k de §, el entero &* = % 4 1 pertenece
también a S, entonces, segiin el principio de induccién completa,
todos los niumeros enteros positivos pertenecen al conjunto §, es
decir, la proposicién ¢s valida para todos los niimeros enteros posi-
tivos. He aqui el principio de induccion matemdtica:

Si una proposicion P(n) estd definida para todos los valores ente-
ros positivos de n de tal manera que P(1) sea vilido y que la validez
de P(k) implique la validez de P(k + 1) para un valor entero
positivo de k elegido arbitrariamente, entonces P(n) es vdlida para
todos los valores enteros positivos de n.

Aqui vamos a hacer una digresién y consideraremos un ejemplo
de este principio, aun cuando técnicamente algunas de las opera-
ciones y simbolos, tal como #n?, atn no han sido definides. Supon-
gamos que la proposicién P(n) sea

148454 ...+ @n—~1) =n

Para n == 1 se tiene P (1): 1 = 1, lo que es vilido. En seguida, sea
k cualquier nimero entero positivo tal que P(%) sea valida, es decir,
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14+834+54... (28 —1) = k%

sumando 24 4 1 a ambos miembros de esta ecuacién, queda de-
mostrada la validez de P(k + 1):

18 @k =D @+ 1) =kt 4 2k 1) = (k 4 1)2.

Luego, segin el principio de induccién matemadtica, la proposicién
anterior P(n) es valida para todos los valores enteros positivos de 7.
Otros ejemplos de Ia aplicacién de este principio pueden encontrar-
se en ¢l conjunto siguiente de ejercicios.

EJERCICIOS

Demostrar 1as propasiciones de los Ejercicios 1 a 3 aplicando los postulados
de Peano. Demostrar las relaciones de los Ejercicios 4 a 9, aplicando el principio
de induccién matemdtica.

1. S8i @ 5= b, entonces a* £ b*.

2. a* oa @

3. Todo entero positivo a = 1 es de la forma &, en que ¥ es un entevo
positivo.

4. 244+6+ - +2n=nn+1).
534649+ ,+3n=3n(n2+ 1)

8. 1=+22+3=+...+nz=3§f‘.ﬁ).1[2”—+n

6
7. % — ¥ es factor de 8" — 7, siendo n un entero positivo cualquiera.
8. x* .~ 3" es divisible por x - ¥, siendo » un niimero entero positivo

cualquiera.
9. =™ — y™" g5 divisible por x™ — ¥™ en que m y 1 son nlimeros enteros po-
sitivos cuzlesquiera.

I-5 LA ADICION Y LA MULTIPLICA-
C IO N. Los postulados de Peano no bastan para delinir Ia
adicién y la multiplicacién explicitamente, pero pueden emplearse
para demostrar que cada una de estas operaciones puede definirse
exactamente de una manera inica que satisfaga ciertas condiciones.
Por ejemplo, puede demostrarse (Véase Bibliograffa N¢ 31; pigs.
4-5) que dados dos nitmeros enteros positivos cualesquiera a, b, se
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puede definir un{vocamente un ntmero entero posttivo a + b, de
modo que

¢ = a -1
para todo entero positivo a, ¥
a4 b = (a4 by

para todo par de enteros positivos a, b. Estas dos propiedades de la
adicion y los postulados de Peano pueden, por esta razén, aplicarse
para demostrar que la adicién de los numeros enteros positivos es
umnica, asociativa y conmutativa, es decir,

() si a y b son niumeros enteros positivos, existe un entero
positivo tnico ¢ tal que a 4~ b = ¢;

(iy(@ o D)} c=a 4 (b + ¢y
(iii) a+b=">b4+a

Se indicar4n los procedimientos empleados para demostiar estas
propiedades. Un examen acabado de esta materia puede encontrar-
se en el N¢ 31 de Ia Bibliografia; pags. 3-8.

Se demostrard primero que @ 4 & es unico para todos los enteros
positivos a, b. Sea g un ntmero entero positivo elegido arbitraria-
mente, pero fijo, y § el conjunto de enteros positivos & tales que
@ 4 & sea un entero positivo determinado univocamente. Por defi-
nicién y de acuerdo con el segundo postulado de Peano, 1 pertenece
a §,ya que a* == ¢ -} 1 es un ndmeroe entero positivo univocamente
determinado. §i b pertenece a §, entonces (¢ 4 b)* se encuaentra
univocamente determinade (segundo postulado de Peano), y 4*
pertenece 2 § dado que a - b* == {a 4 b)", de acuerdo con la segun-
da propiedad de la definicién de adicién. Por lo tanto, § contiene
a todos los niimeros enteros positivos, y @ 4- b €s un entero positivo
univocamente determinado para todos los niimeros enteros positi-
vos a, b.

La demostracién de que la adicién es asociativa sc obtienc de
un modo similar {Ejercicio 1, més adelante} probando que el con-
junto R de enteros positivos ¢ tales que (@ + b} 4-c = a -+ (b 4 ¢)
contiene a todos los enteros positivos,
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('

Para demostrar que la adicién es conmutativa se requiere dos
veces el empleo del principio de induccién completa. Se demuestra
primero que a4+ 1 — 1 -4 & para todo entero positive a y luego
que a -- b == b 4 a para todos los nimeros enteros positivos a, b.
Sea T el conjunto de niimeros enteros positivos a tales que s 3+ 1 =
1 4 4. El entero 1 pertenecea T dadoque 1 4+ 1 =1 4 1. Sia
pertenece a T, Juego @ 4 1 = 1 + @ y dado que ya se ha demos-
trado la asociatividad de la adicién, se puede aplicar la segunda
propiedad de la definicién de la adicién dos veces y obtener a* 4 1
=@+ DN+ l=ecet+(l+ D=med "=+ 1)y =(104a =
I + @ Por lo tanto T contiene a* y de acucrdo con el principio de
induccién completa, ¢l conrjunto T contiene a todos los ndmeros
enteros positivos. Por tltimo, sea a un niimero entero positivo
constante elegido arbitrariamente y sea U el conjunto de los enteros
positivos & tales que @ 4 b = b 4- a." Acabamos de demostrar que
1 pertenece a U. Para cualquier numero entero positivo b de U,
tenemosque ¢ b *—=a-(b+1) = (@-B) +1=1+ (a4 b)
=14 b+a)=(04b) +a= (b4 1) +a=>" + a,de
donde U contiene a todos los nimeros enteros positivos (Ejercicio
2) y se ha demostrado que la adicién es conmutativa,

Nos hemos servido de los postulados de Peano y de las dos pro-
piedades de la adicidn que figuran en la definicién de la adicién
para demostrar que la adicién de dos enteros positivos es wnica,
asociativa y conmutativa. Estas cinco propiedades de la adicion se
usardn extensamente en el desarrollo de nuestro sistema de niime-
ros. Por ejemplo, se puede demostrar ahora la ley cancelativa de Ia
adicién, es decir, que @ + b = a 4 ¢ implica b = ¢ (Ejercicio 3).

El tratamiento de la multiplicacién que aqui se indica es muy
similar al de la adicién. Puede demostrarse (véase Bibliografia
No 31; pdgs. 14-15) que, dados dos mimeros enteros positivos a, &
cualesquiera, se puede definir univocamente un numero entero
positivo que se escribe a - b y también frecuentemente ab, de tal
manera que

a1 =a
para todo entero positivo a, ¥

a b =ab 4 a
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para todo par de enteros positivos a, b. Estas dos propiedades de la
multiplicacién y los postulados de Peano pueden emplearse ahora
para demostrar que la multiplicacion de los nimeros enteros posi-
tivos es tnica (Ejercicio 6), distributiva con respecto a la adicion
(Ejercicios 8 y 11), asociativa (Ejercicio 9), y conmutativa
(Ejercicios 7 y 10) . También se pucde demostrar la ley cancelativa
de la multiplicacién, es decir, que ab = ac implica b = ¢ para
nimeros enteros positivos arbitrarios a, b, ¢ (Ejercicio 12). Se dice
que un entero d tiene un factor o divisor b si y s6lo 91 existe un
niimero entero a tal que d = ab. La ley cancelativa de la multipli-
caci6n establece por consiguiente que si d=ab y d = ac, luego
biec,

La notacion exponencial @® en que a, b son numeros enteros po-
sitivos cualesquiera, se define como el producto aaz ... a de b fac.
tores a. Segun esta definicién a® - a° — > si @ = d, resulta g" =
d® (Ejercicio 16), y «* = d’ implica @ = d (Ejercicio 17), en que
a, b, d son nimeros enteros positivos elegidos arbitrariamente.

La definicién @ + 1 = a y la ley cancelativa de la multiplicacion
implican que si ab = @, entonces b = 1. La propiedad @ ~ ) ==
1 - a = a del nimero entero positivo 1 (Ejercicio 7) se indica
estableciendo que 1 es la unidad, o sea, la identidad con respecto
a la multiplicacion. En general, la identided con respectv a una
operacién es un elemento que, cuando se aplica a cuadquier nimero
de un conjunto dado mediante la operacién dada, deja al nuimero
invariable. Nos referiremos en forma particular a los elementos de
identidad de la adicidn y de la multiplicacion.

Si existiera un numero entero positivo b tal que @ 4+ b = a,
entonces tendriamos que (2 4 b)) = e a4+ b =a4 Lyb =1
contrariamente al tercer postulado de Peano. Por lo lanto, no existe
la identidad con respecto a la adicién en el conjunto de los nameros
enteros positivos. En consecuencia, ampliaremos ahora el concepto
de “namero” e incluiremos un simbolo que no es un entero positivo
y definiremos este nuevo simbolo @, llamado cero, de tal manera
quea +0=aya-0=0 dondeaes cualquier namero entero
positivo o cero. Denominaremos a cero un NUmero eniero, pero
teniendo presente que no €s uUn CnLero positive. En consecuencia
(Ejercicio 18), con excepcion de la ley cancelativa de la multipli-
cacién, las propiedades bisicas de la adicién y de la multiplicaciéon
se verifican para el conjunto de nimeros que comprende a los nu-
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meros entercs positivos y cero, es decir, el conjunto de los enteros
no negativos.

La propiedad a - 0 = 0 para cualquier nimero entero no nega-
tivo 2 y el principio de induccién matemitica pueden servir para
demostrar que 0* = 0 para cualquier entero positivo b (Ejercicio
15) . El simbolo 0° es indefinido, es decir, no tiene un significado
especifico en nuestro sistema de nimeros. Para cualquier miimero
entero positivo a, se define a® = 1, con el objeto de conservar la
propiedad @’ = &"** para todos los enteros no negativos &, ¢. Has-
ta aqui se ha examinado la igualdad, la adicién y la multiplicacién
de los niimeros enteros positivos. Si ¢ y & son nimeros enteros posi-
tivos, resulta que ¢ = ¢, a 4 b = d, y a - b = ¢ son también
numeros enteros positivos, es decir, el conjunto de nimeros enteros
positivos es cerrado (Cap. 1-2) con respecto a éstas operaciones.
En otras palabras, las ecuaciones e = x,a + b =y, ya - b =z
tienen todas soluciones dentro del conjunto de los nimeros enteros
positivos. Ya se ha visto que la solucién de & -~ x = a no es un en-
tero positivo. Antes de definir nuevos nimefos con el objeto de
encontrar las soluciones de ax —= &, ya + x = b, se considerard un
caso especial del segundo problema. En particular, se considerara
una ordenacién & < b de los niimeros enteros positivos tal que
@ << byb > atodas las veces que ¢ - x = b tenga una solucién
dentro del conjunto de los numeros enteros positivos.

EJERCICIOS

. Demvstrar que la adicidn de los niimeros enteros positivos es asociativa,

2. En el ejercicio anterior, al demostrar que la suma es conmutativa, expli-
car la vazon, en cada paso de la demostracién, por qué U conticne a todos los
nlimeros enteros positivos.

3. Demostrar que & 4 b = a 4 ¢ implica & = ¢ para nimeros enteros posi-
tivos cualesquiera a, b, ¢

4. Demostrar quc si @ = b, entonces a* = d* y a + ¢ == & 4 £, cn donde
¢ es cuzlquier niimero entera positivo.

5. Demostrarque g == by ¢ = d implicanque e 4+ ¢ = b J d.

6. Demostyar quc ab es un nlimero entero positivo tinico para numeros
cnteros positivos @, b eunalesquiera.

7. Demostrarque ¢ . 1 = 1. @ == g para todo niimero cntero positivo a.

8. Demostrar que la multiplicacién permanece distributiva con respecto
a lz adicidn, es decir, a(b 4 €) = ab 4 ac.

% Demostrar que la multiplicacion es asociativa, es decir, {ablc =
a(be) .
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10. Demostrar que la mubtiplicacién es conmurativa, es decir, ab = ba.

11. Demostrar que la multiplicacién es distributiva con respecto a la adicién,
es decir, a(b + ¢) = ab + ac = (b 4 da.

12. Demostrar que ab =3 ac implica b = ¢ para numeros cnteros positivos
cualesquiera a, b, c.

13. Demostrar que a = b, implica ac = be, donde ¢ es vn nimero entero
positivo cualquiera.

14. Demostrar que a = b y ¢ = d implica ac = bd,

15. Demostrar que 0% == 0 se verifica para cualquier nimero cntero posi-
tive b.

16. Demostrayr que a4 = d implica a® = d? en donde a, d son niimeros
cnteros no negatives avbitrarios y b es cualquier entero positivo,

17. Demostrar que ¢ = 4° implica a = d, en que e y 4 son ngmeros en-
teros no negativos cualesquiera, y b es cualquier niimero entero positivo.

18. Demostrar gue en el conjunto de ntimeros enteros no mnegativos, la
suma es unica, asociativa y conmutativa, y gue la multiplicacién es unica, aso-
ciativa, conmutativa y satisface la ley de distributividad.

1-6 RELACGCIONES DE ORDEN. Losnime:
ros cardinales se han ordenado principalmente conforme a la defi-
nicién siguiente: ¢ < b si y s6lo si existe un mimero cardinal ¢ tal
que @ 4 ¢ = b (Cap. 1-2). Definiremos ahora una ordenacién
similar para el conjunto de los nitmeros enteros positivos y cero,
es decir, para el conjunto de los numeros enteros no NeEgativos.
Dados dos nimeros enteros no negativos cualesquiera a, b se dice
que a es menor que b (a < b) y que b es mayor que a (b >a)siy
s6lo si existe un entero positivo ¢ tal que a <4~ ¢ = b. De manera
que 0 < b para todo numero entero positivo b (Ejercicio 1), ¥
1 < b para todo nimero entero positivo b w= 1 (Ejercicio 2).
Dados dos ntmeros enteros no negativos cualesquiera a, b, pode-
mos considerar ahora tres relaciones binarias a < b,a = b, a2 > b.
Sea T el conjunto de niimeros enteros no negativos @ tales que se
verifique exactamente una de 1as relaciones a < b,a = b, ¢ > b,
para todos los mimeros enteros no negativos b. De acuerdo con lo
sefialado en el Cap. 1-38 se dard por sentado que dados dos enteros
a, b, cualesquiera se verifica exactamente una de las relaciones
a=b,a=%b Para ¢ — 0, se obtiene 0 == bsi b == 0y 0 < &
para b 54 0. Para a = lseobtieneb < 1sib=0,1 < bsibsx0
y b 54 1. Para cualquier entero a de T se obtiene b < a*sib < a
ob=ab=a'sia<byat+1l=b;a <bsia<bya s#b.
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Por consiguiente, de acuerdo con el principio de induccién mate-
matica, todos los nimeros enteros no negativos pertenecen al c¢on-
junto T. En otras palabras, dados dos niimeros enteros no negativuos
cualesquiera a, b, es valida exactamente s6lo una de las relaciones
a < ba=0b,a>b.

La definicion ya enunciada de a < b para los niineros enteros
no negativos se usard al definir @ < b para los nimeros racionales
positivos (Cap. 1-8), para los ntmeros negativos (Cap. 1-9) y
para los niimeros reales (Cap. 1-11). La ordenacién de los name-
ros reales puede imaginarse ficilmente si se considera una corres-
pondenciz biunivoca entre el conjunto de los niimeros reales y el
conjunto de puntos de una recta segin la geometria corriente
de Fuclides. El Axioma de Cantor-Dedekind (Cap. 1-12) establece
esta correspondencia biunivoca. En este axioma se basa también el
concepto de conjunto ordenado linealmente,

Un conjunto de elementos esta ordenado linealmente si para
elementos a, b del conjunto elegidos arbitrariamente

() a s« b implica ¢ < b 0o b <« a;
(i) e <« b implica a 5= b; y
(iii) a < bybd < ¢ implican a < ¢

Se ha dejado como un ejercicio para el lector el demostrar que
el conjunto de nimeros enteros no negativos estd ordenado lineal-
mente (Ejercicio 8) . También puede demostrarse (Ejercicio 4) que
exactamente una de las relaciones a < b, a = b, a > b debe verili-
carse si a y b son elementos de cualquier conjunto ordenado lineal-
mente,

La relacién < tiene varias propiedades mas si a, b, ¢, d son
nimeros enteros no negativos cualesquiera. Por ejemplo,

(iv) a < b implicaa 4+ ¢c < b + ¢;
() e < byc < dimplican @ <} ¢ < b - d;
(viy 0 < ¢y a <« b implican ac < bc;
(vil) ¢ < b y ¢ <« d implican ec < bd;
(viii) 1 < @y b 3£ 0 implican 1 < a’
(ix) d 52 0y a < b implican a* < b%;
x) @ < byl < d implican d* < d% y
(xi) a < byl < ¢ < dimplican ¢ < d"
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Las demostraciones de estas propiedades de los numeros enteros
no negativos se dan como ejercicio (Ejercicio 5). Se considerara la
validez y las modificaciones necesarias de estas propiedades a nie-
dida que nuestro concepto de nimero se amplie y que las relaciones
binarias = y < se definan para los numeros racionales positivos,
para los numeros negativos y para los nimeros reales.

EJERCICIOS

I. Demostrar que 0 < b para todo entero positive b.

2, Demostrar que 1 < b para todo entero positivo & o« 1.

3. Dcmostrar que ¢l conjunto de numeros enteros ne negativos estd orde-
nade linealmente,

4. Demostrar que una de las relaciones & < &, & = b, 2 > & debe ser vi-
lida exactamente si g, & son elementos de un conjunto ordenado linealmente.

5. Demostrar las propiedades (iv) a {xi) de la relacién < para los ni
meros enteros no Negativos.

6. Se dice que un conjunto de clementos estd bien ordenado si todo subcon-
junto no vacfo (es decir, todo subconjunto que contiene por lo menos un cle-
mento) tiene un primer elemento. Demostirar que cl conjunto de nimeros
enteros no negativos s bien ordenado, es decir, demostrar que si un subconjunto
de los niimercs enteros no negativos contiene por lo menos un elemento, entonces
contiene un elemento b tal que & < n para todo elemento o del subconjunto.

I-7 NUMEROS INVERSOS Y OPERA-
CIONES INVERSAS. Usaremos las propiedades basicas
de las relaciones y operaciones estudiadas anteriormente para am-
pliar nuestro conjunto de niimeros y sus operaciones, introduciendo
los conceptos de “nimeros inversos” y “operaciones inversas”, El
inverso de un numero n debe considerarse en relacién con una
operacién binaria (Cap. 1-2) tal como la adicién o la multipli-
cacién. Se dice que los nimeros 2 y L4 son inversos entre si con
respecto a la multiplicacién, ya que 2 - 14 == 1 y 1 es el elemento
de identidad para la multiplicacién (Cap. 1-5). También, dado
que 2 4 (—2) = 0, se dice que 2 y —2 son inversos con respecto
a la adicién, En general, se dice que dos nuimeros 4, @’ son elemen-
tos inversos con respecto a una operacién arbitraria @ con un
elemento de identidad p si y sélo si @ @ a’ = p. El adjetivo “inver-
so” puede también aplicarse a operaciones binarias. Dos opera-
ciones pueden denominarse operaciones inversas si su efecto es
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opuesto, esto es, si al aplicarse sucesivamente al mismo ndmero,
el nimero original permanece invariable. Por ejemplo (5 - 2) —
2 = by también (5 - 2) : 2 — 5. En conformidad con esta defi-
nicién se dird que la sustraccion es la operacién inversa de la
adicién y que la divisiébn es la inversa de la multiplicacién. En
general, se dice que dos operaciones binarius @& y & son opera-
ciones inversas si y s6losi (a @ b) © b — a, donde a y b son
elementos cnalesquiera de algin conjunto de elementos para el
cual las operaciones estén definidas. Para definir la division emplea-
remos esta relacion y la propiedad por la cual para b =2 0 se verifica
ab == cb siy solo si a — ¢ (Ejercicios 12 y 13, Cap. r-5). Se escribe
a: b = csiysélo si a = be. De la misma manera, para la sustrac-
cidn se escribe a — b = csiysélosi a == & 4 ¢ (ver Ejercicios § y 4,
Cap. 1-5).

Las relaciones entre los mimeros inversos y las operaciones in-
versas también serdn ttiles en el estudio de nuestro sistema de
nimeros. Por ¢jemplo, 5 w= 2 =5 4 (— 2} y5 -2 =5 - (14).
En general, tenemos la relacién b @ a = & © &’ si dado cualquier
elemento b y elementos inversos ¢ y a’ con respecto a una operacién
arbitraria & con inversa @ siempre que ambas operaciones estén
definidas para los elementos dados.

Ya hemos introducido las cuatro operaciones racionales, adicidn,
sustraccion, multiplicacién y divisién. La adicién y la multiplica-
cién se rigen por las propiedades que se han determinado en el
Cap. 1-5; la sustraccién y la division (excluyendo la divisién por
cero) se han definido como las inversas de la adicién y la muldi-
plicacién, respectivamente. Podemos también considerar una forma
abreviada de la multiplicacién repetida, a saber, la potenciacion
(Ia elevacién de una cantidad a una potencia dada}, junto con su
operacién inversa, la radicacién (extraccién de raiz). De estas ope-
raciones surge la necesidad de definir nuevos simbolos como nime-
ros, es decir, de ampliar gradualmente el conjunto de los elementos
en estudio. El conjunto de los enteros positivos es cerrado para la
adicién, para la multiplicacién y con respecto a la potenciacidn.
Al considerar la divisidn se necesitan los niimeros racionales posi-
tivos; los nimeros racionales positivos y negativos y cero, al consi-
derar la divisién y la sustraccibn. Para tratar la radicacién se
necesita un conjunto ain mas amplio de nimeros. La adicién, la
sustraccién, la multiplicacién, la divisién, la potenciacién y la radi-
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1«8 Los nomeros racionales positivos
cacién pueden definirse para los nimeros enteros positivos en el
conjunto de los numeros reales. Estudiaremos ¢l conjunto de nime-
ros complejos con ¢l objeto de obtener un conjunto de numeros
tales que estas seis operaciones puedan ser definidas para todos los
elementos diferentes de cero del conjunto (en lugar de serlo sola-
mente para los nnmeros enteros positivos).

Después de haber alcanzado esta visién panordmica de nuestro
sistema de ndmeros, consideraremos nuevamente el conjunto de los
numeros enteros positivos. El conjunto de los niimeros enteros posi-
tivos es cerrado para la suma y para la multiplicacién. No es cerrado
para la sustraccién ni para la divisién. Desde el punto de vista
préctico los enteros positivos sirven para contar objetos o para
comparar conjuntos finitos de objetos. Atin no hemos mencionado
nimeros que sirvan para representar cosas tales como, por ejemplo,
la porcidn que una persona recibe cuando se dividen tres manzanas
en partes iguales entre seis personas, o la temperatura relativa a la
cual se congela el agua. Por lo tanto hay que ampliar el conjunto
de los nimeros incluyendo en ¢l a las fracciones {Cap. 1-8) y a los
nimeros orientados, es decir, precedidos de los signos -}, ~— (Cap.
1-9). En otras palabras, se necesitan numeros inversos para los
niimeros enteros positivos con respecto a la multiplicacién y a la
adicién, junto con nimeros (ue representen sumas de €stos NuUevos
nimeros.

EJERCICIOS

Demostrar cada uno de los siguientes ejercicios con respecto a los nimeros
enteros no negativos g, 7, 5, ¢ elegides arbitrariamente:

I r <5<t implica t = s <t — 7.
2. r<s gt implicas~—~r<<t—m
. g rCs g t implicas — v <t —4q.

I-8 LOS NUMEROS RACIONALES PO-
SITIV OS. Elnimero inverso del nimero entero positive b
con respecto a la multiplicacién se define como un ntimero 5’ tal
que satisfaga la relacién bd’ = 1. Se dice que 5" = 1/b es la solu-
cidn o raiz de la ecuacidén bx — 1. También se llama ef cero del
polinomio bx — 1. Definiremos, ahora, un conjunto nuevo de nu-
meros, los ntimeros racionales positives, a fin de que podamos
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resolver ecuaciones de la forma bx — g para cualquier entero posi-
tivo @ y &. Estos nimeros pueden representarse por pares a/b de
enteros positivos y tienen las siguientes propiedades:

. a c
1) = = w——— g} : o f
(@) B a Y sélo si ad == be;

e, B8 ¢ ad 4 be |
T T R
... a c ac
(i) — ¢« — = e &
b d bd

(iv) %- < cT si y solo si abd® < bicd.

La condicién abd? < b2cd en (iv) se puede enunciar en la
forma ad < bc todas las veces que bd sea positivo. La forma abd*
< b*cd se usa aqui dado que permanecerd vilida cuando amplie-
mos el conjunto de nimeros (Cap. 1-3) incluyendo en él a los
nimeros negativos.

Los nimeros racionales positivos de la forma a/1 se identifican
con los mimeros enteros 4. Técnicamente, el conjunto de enteros
positivos es isomorfo con respecto al conjunto de los numeros ra-
cionales positivos de la forma a/l, es decir, existe una correspon-
dencia biunivoca entre 2/1 y a que se conserva en la adicién y en Ia
multiplicacién. [¢/1 -}- &/1 corresponde a a -~ by (af1) (b/1) co-
rresponde a ab]. Este isomorfismo particular se mantiene también
con respecto a las relaciones de orden (dado que 2/l < bf1siy
s6lo si @ < b) y se llama isomorfismo de orden.

Se dice que los pares iguales de enteros tales como los que se
especifican en (i) anteriormente, representan el mismo numero
racional. En el conjunto de todos los pares de enteros que son
iguales 2 un par dado, existe un par, digamos a/b tal que si r/s es
cualquier otro par del conjunto, resulta 7 = ta y s = tb para algin
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entero positivo t. Puede hacerse una demostracién rigurosa de la
existencia del par a/b (Ejercicio 16}, valiéndose del hecho de que
el conjunto de enteros positivos es bien ordenado (Ejercicio 6, Cap.
1-6). Se dice que el par a/b es la forma reducida del ndmero
racional dado.

Las definiciones anteriores permiten demostrar que para los
niimeros racionales positivos, la adicién es vinica, asociativa, y con-
mutativa y que la multiplicacién es tnica, asociativa, conmutativa,
y satisface la ley de distributividad, es decir, la adicién y la multipli-
cacién tienen las mismas propiedades bdsicas (Cap. 1-5) en el
conjunto de los niimeros racionales positivos que en el conjunto
de los enteros positivos. Por ejemplo, la suma anterior de (ii) es
tnica, dado que ad 4 bc y bd son unicos para enteros positivos
cualesquiera a, b, ¢, d. De la misma manera, de

a

ad+bc _eb+da ¢
7 =

= w2l
b!

C
o = g

resulta que la adicidn es conmutativa, Las demostraciones restantes
se dan como ejercicios al final de esta seccién.

8i e y f son niimeros racionales positivos, entonces tal como en el
caso de los enteros positivos, ¢ — f = g se define como un nimero
racional positivo si y s6lo si existe un niimero racional positivo g
tal que ¢ = f -~ g. Andlogamente, ¢/f = &, se define como un
nimero racional positivo si y sdlo si existe un ntmero racional
positivo & tal que ¢ == fh. El nimero g existe si y s6lo si f < e [ver
Ejercicio 5 (a) ]; el nimero k existe siempre (Ejercicio 6). Por con-
siguiente, los pares e/f de nimeros racionales positivos son a su vez
ellos mismos nimeros racionales y nada nuevo puede obtenerse al
considerar estos pares de nimeros racionales en vez de pares de ni-
meros enteros. La propiedad [Ejercicio 5(b)] de que para dos
miimeros racionales cualesquiera ¢, f, que satisfagan la relacién
e < f, existe un numero racional positivo 7 que cumple con la
relacién e < r < f, se indica diciendo que los nimeros racionales
positivos son densos, es decir, que entre dos nimeros racionales po-
sittvos distintos cualesquiera existe un tercer numerg racionazl po-
sitivo, Los enteros positivos no son densos.

Ya se ha definido el sfmbolo a® (Cap. 1-5) para el caso de que
a y b sean nimeros enteros no negativos y por lo menos uno de
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ellos sea diferente de cero. El simbolo 7° donde 7 es cualquier niime-
ro racional positivo y & es cualquier mumero entero no negativo
puede definirse exactamente como en el caso de los enteros, es decir,
v = 1 y #* para cualquier entero positivo b indica el producto de b
factores r. Ahora especificaremos que el simbolo 7/* en donde r es
cualquier nimero racional positivo y b es cualguier entero positivo,
debe satisfacer la relacién ()" = r, es decir, el producto de b
factores ' debe ser igual a r. De este modo se conservar4 la pro-
piedad ¢’a° — a" para los nuevos simbolos. El simbolo 7% donde
r > 0, indica el producto de d factores v, y el producto »'r* se
expresa por el simbolo 7**' para nimeros racionales positivos cuales-
quiera. Si s no es un entero, los nuevos simbolos 7' pueden no ser
numeros racionales y las relaciones entre ellos atin no se han defi-
nido formalmente.

Las soluciones de las ecuaciones x — a + b, x — ab, yax = b
son numeros racionales positivos para nimeros racionales positivos
a, b, cualesquiera, es decir, €l conjunto de niimeros racionales posi-
tivos es cerrado con respecto a la adicidn, a la multiplicacién y a la
divisién. Hemos ampliado nuestro concepto de niimero para incluir
z 4- b, ab, y a/b en donde g, b son enteros positivos cualesquiera o
nimeros racionales positivos arbitrarios. Ampliaremos en seguida
nuestro concepto de mimero y definiremos nuevos simbolos como
numeros considerando la expresién a — b para los casos en que
a, b sean ntmeros racionales positivos arbitrarios o cero, es decir,
sean numeros racionales no negativos.

LJERCGICIOS

1. Demostrar que la adicién de numesos racionales positivos es asociativa,

2. Demeostrar que la multiplicacién de nlimeros racionales positivos es
{a) vmica, (b) asociativa, {¢) conmutativa, y (d} distributiva con respecto a
la adicidn.

3. Demostrar que ac/bc = ajb, siendo a, b, c enteros positivos elegidos
arbitrariamente.

4. Demostrar que (g8 4 <) /b = af{& + ¢/b, en donde g, b, ¢ son enteros
positivos arbitrarios.

5. Demostrar que si a/é < ¢f/d en donde @, b, ¢, 4 son enteros paositivos
arbitrarics, entonces exisie (a) un niimero positivo racional g tal que afb 4 g =
¢/d; ¥ (b} un mimere positivo racional r tal que afb < v < cfd.

6. Dados numeros enteros positives cualesquiera a, b, ¢, d, demostrar que
existe un nimero racional positivo & tal que af& = (cfd) * h,

136¢



1 -9 Los nGmeros negativoes

7. Detesminar que la medie aritmélica o promedio de dos nilimeros ra-
cionales positivos cualesquiera a, & es m = (8 J. b)f2, y en el caso en que
a < b, demostrar que a < m < b,

8, Definir la expresion 0/1 = 0 basindose en la suposicidn de que las propie-
dades (i) a (iv) enunciadas anteriormente son vdlidas para pares de nimeros
enteros no negativos a/b, b 54 0, y demostrar que 0 < r siendo r cualquier na-
mero racional positivo,

9. Demostrar que ¢ < b implica 1jb < 1/a, en donde 2, b son (a) cual-
quier entero positivo; (b) cualquier numero racional positivo.

10. Demostrar que a < b v ¢ < & implica a/d < bjc en donde q, b, ¢, d
son {a) cnteros positivos cualesquiera, (b) nimeros racionales positivos
cualesquiera,

11. Demostrar que a/d y b/a son nimeros inversos con respecto a la multi-
plicacidén para nimeros enteras positivos e, b arbitrarios.

12. Encoptrar los nimeros inversos con respecto a la multiplicacién, siem-
pre que tales niimeros existan para cada unc de Jos nimeros siguientes: 3, 5, 110,
1, 0, 10, 200,

18. Discutir, empleando ejemplas, qué conjuntos de nimeros se necesitan
para (1) resofver ecuzciones lineales y cuadrdticas; (b) para cfectuar las seis
operaciones descritas en el Cap, 1 — 7.

14, Demostrar que los nimeros racionales positivos estdn ordenados lineal-
mente (Cap. 1 — 6),

16. Volver a formular las once propicdades de Ia refacién < que aparccen
en el Cap, I — G de modo de obtener las once propiedades de esta misma rela-
cidn < pari el caso en que a, b, ¢, d scan nimeros racionales no negativos.

16, Demostrar que todo nimero racional positivo puede expresarse en forma
reducida®,

I1-9 LOS NUMEROS NEGATIVOS.
Acabamos de considerar como simbolos pares a/b de nimeros en-
teros positivos: hemos definido la igualdad, la adicidn, y la multi-
plicacién de estos simbolos; hemos demostrado que estas definicio-
nes son consistentes con las definiciones anteriores aplicadas a un
subconjunto de elementos /1 isomorfo con €l conjunto original de
elementos @, y hemos obtenido nuevos nameros (los nimeros ra-
cionales positivos) al aceptar todos los simbolos a/b como nume-
ros en que @ y b son enteros positivos. Repetiremos ahora este pro-
ceso considerando como simbolos pares [@ — b] de niimeros raciona-
les no negativos, definiendo la igualdad, la suma y la multiplica-

*Ver definicién en piginas anteriores. (N. de la T.).
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cién de estos nuevos simbolos, demostrande que el conjunto de
simbolos [a — 0] es isomorfo con el conjunio de ndimeros no nega-
tivos a de acuerdo con estas nuevas definiciones y aceptando luego,
todos los pares de niimeros racionales no negativos {a — b] como nu-
meros racionales: positivos, negativos y cero.

Se definira primero las relaciones y operaciones siguientes res-
pecto a estos nuevos simbolos donde a, b, ¢, 4 son nimeros raciona-
les no negativos arhitrarios:

iy [@wbl=[c —dlsiysolosia + d = b 1+ ¢
(i) o —b]+[c—d =[G+ — &+ D
(i) [@a — 8] - [c — d] = [(ac + bd) — (bc + ad)};
(iv) [a - b] < [e —d]siysélosia 4 d < & <4 ¢

Tal como se ha hecho anteriormente, hemos definido el signifi-
cado de las relaciones bidsicas =, <, y de las operaciones basicas
+, - con respecto a los nuevos simbolos {a — &]. Demostraremos,
ahora que Ia correspondencia entre [¢ — 0] y @ es un isomorfismo
de orden (Cap. 1-8) y que las operaciones bdsicas tienen sus propie-
dades usuales en el conjunto completo de los pares de nimeros
[a — B].

La correspondencia entre {¢ — 0] y a es claramente biunivoca.
Queda por demostrar que esta correspondencia subsiste respecto de
la adicién, de la multiplicacién y en las relaciones de orden. Estas
correspondencias pueden verificarse ficilmente dado que, por de-
finicién.

[6— 0] +[6—0l=[@+b) — 0+ 0F
[ —0] + [b— 0] =[(ab+0 — 0+ 0}
fa -0l < [b—0lsiysdlosia-+ 0 < b+ 0.

Por consiguiente, el conjunto de las expresiones [¢ ~— 0] donde a
es un nimero racional no negativo es equivalente en el sentido de
que es isomorfo con el conjunto de los niimeros racionales no ne-
gativos,

Sean a, b en la expresién [¢ — b] niimeros racionales no negati-
vos cualesquiera. Como en el caso de los niimeros racionales posi-
tivos a/b, podemos probar que la suma de las expresiones [& — b]
es Unica, asociativa y conmutativa (Ejercicio 1), y que la multi-

138 1



1-9 Lo niimeros negativos

plicacién es tinica, asociativa, conmutativa y satisface la ley de dis-
tributividad (Ejercicio 2). En efecto, consideraremos todas las ex-
presiones de la forma [@ — &] como numeros, nimeros racionales
precedidos de signo, en que a, b son mimeros racionales no nega:
tivos arbitrarios. De acuerdo con el isomorfismo ya mencionado €l
nimero racional precedido de signo [@ — b] corresponde a 0 cuan-
do @ = b y corresponde a &, cuando @ > b ya = b 4 d. Dado
que una de las relaciones 2 < b, a = b, ¢ > b, debe ser valida
exactamente (Ejercicio, 4, Cap. 16 y Ejercicio 14, Cap. r-8), ne-
cesitamos una expresién correspondiente andloga para [a — b]
‘= [0 — ¢] en donde ¢ < by a + ¢ = b. De consiguiente, defini-
remos ahora la expresién {0 — ¢} como un nidmero racional ne-
gativo y la expresion [0 — c] la escribiremos —c. El nimero ra-
cional positivo ¢ se denomina valor numérico o valor absoluto de
—cydee¢ c=|—c]=]|c}| Los nimeros racionales positivos
y negativos y el cero constituyen los numeros racionales precedi-
dos de signo o simplemente los nimeros racionales. Cuando a,
b, son enteros positivos o cero, los pares [a — b] pueden usarse
de 1a misma manera que se hizo anteriormente para definir a los
enteros negativos. Los nimeros enteros positivos y negativos y el
cero constituyen los numeros enieros.

Ya se ha definido la suma y la multiplicacién para todos los nu-
meros racionales. Se definira ahora la sustraccién y la divisién. La
sustraccién puede ser definida para ntimeros racionales arbitrarios
por medio de la relacion

[a—b]_[c—d]z[(a-}-d)m(b-}-c}]

(Ejercicio 8). La divisién de los nimeros racionales puede defi-
nirse por

[a—b]_[ac+ad__bc+b
[e=d] Lé—a c—~d?

donde ¢ 5% d. La divisién es indefinida cuando ¢ = d. (Ejercicios
4 y 5} . Estas definiciones nos permiten demostrar que

(i) —a < —bsiysblosib < a;
(il) a 4= (—b) =a — b;
() (—a)yp == a(—b) = —ab; ¥
(iv) (—a) (=b) = ab,
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para todos los numeros racionales @, b, no negativos. Por ejemplo,
wa < —b es por definicién lo mismo que {0 — a] < [0 — b) y
nuevamente por definicion esto es vilido si y s6lo 51 0 -} & < 0
—+a, esto es, si b < a. En forma andloga a 4- (—b) = [a — 0] +
0—b=[@+0 — O+ B]=[@a~0 — (b —0]=
[{a —b) + (0 — 0}] — a — b. Las dos demostraciones restantes
constituyen el Ejercicio 6. Las demostraciones ponen en evidencia
que las propiedades anteriores de los numeros precedidos de signo
son una consecuencia de las definiciones enunciadas hasta ahora.

Podremos ahora ampliar la notacién exponencial incluyendo ex-
ponentes negativos. Se define @* como en ¢l Cap. 1-8 para cualquier
entero positivo b y para cualquier nimero racional ¢. También
como anteriormente, a° — 1 para cualquier valor de ¢ =< 0. Para
obtener una definicién con respecto a los exponentes negativos es
necesario que a® satisfaga la expresidn a™*e® == 1 para cualquier en-
tero b y para cualquier numero racional a, excepto 0. De esta ma-
nera se conserva la propiedad a'a® —= e para todos los numeros
racionales @ s« 0 y para todos los niimeros enteros &, ¢. Adn no se
ha definido explicitamente el simbolo @® para valores no enteros
de b. Se considerara este asunto en el Cap. 1-12. El simbole 0° es in-
definido cuando b es negativo o cero.

El conjunto de todos los ntmeros racionales es cerrado con res-
pecto a la adicién, a la sustraccién, a la multiplicacién y a la di-
visién (excluyendo la divisién por cero), es decir, la suma, la di-
ferencia, €l producto y el cuociente {(divisor diferente de cero) de
dos niimeros ractonales arbitrarios son ntimeros racionales. A mu-
cha gente le interesan principalmente los niieros racionales. Pro-
bablemente ellos bastan para la mayoria de los proveedores, ofi-
cinistas y aiin banqueros. No obstante, los niimeros racionales tie-
nen también limitaciones bien determinadas. Por ejemplo, 1a dis-
tancia expresada en pies desde el “home plate” hasta la segunda
base en baseball, y el didmetro en pulgadas de una pelota de base-
ball de nueve pulgadas de circunferencia, no pueden formularse con
exactitud en mumeros ractonales. Pueden expresarse aproximada-
mente en numeros racionales, y el error en la aproximacion puede
hacerse menor que el producido por cualquier nimero racional
positivo dado {(de antemano).

La necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros racionales
puede expresarse también en magnitudes. Hemos definido conjun-
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tos finitos y miameros cardinales finitos (Cap. 1-2). Definiremos,
ahora, un numero d como un nimero finito si y sélo si existe un
entero positivo N tal que —N <« d < N, Se dice que cualquiera
magnitud, cualquiera cantidad, cualguier objeto, cualquiera expre-
sion algebraica, etc., es finita si se puede representar por o repre-
senta a un numero finito, Necesitamos y por eso estudiaremos un
conjunto de ntimeros, el conjunto de los nimeros reales, que sirve
para comparar magnitudes de «os objetos finitos similares cuales-
quiera, Toda magnituct finita puede represcntarse mediante un
ntimero real.

EJEERKCICIOS

1. Demostrar que fa adicién de los numeros racionales precedidos de signo
es linica, asociativa y conmutativa.

2. Demostrar que la multiplicacidon de los ndimeros racionales precedidos
de signo es Gnica, asociativa, conmutativa, v satisface ka ley de distributividad.

3. Demostrar que la sustraccion de los nimeros raciensles puede definirse
mediznte (g —D] v [€ we d] = [{@ o d) « (D 4 €)] haciendo ver que segin
esta definicién la sustraccidn es ln opetacidn inversa de Ja adicidn,

4. Demostrar que en el conjunto de los mimeros racionales positivos y ne-
gativos (con exclusibn del cero) la divisidn tal como se definid anteriormente
es la operacidn inversa de la multiplicacién,

5. Demostrar que la division por cero no pucde definirse en cl conjunto
de los nitmeros racionales.

6. Demostrar las propicdades indicadas en los nimeros fuiy vy {iv)  pare
los niimteros racionales.

7. Demostrar que —c < () para cualquier niimero yacional positive ¢

8, Demostrar que o <7 0 y ¢ < 0 implican be < ac,

9. Indicar cuales de los ejercicios del Cap. 1 — 7 pueden demostrarse cuan-
do g, r, 5, t son nimeros racionales arbitrarios (positivos, negatives o cero} .

10. Demostrar, por medio de la expresion a™ — I/a" que para enteros
q, f, ¥ para nimeros racionales 5, ¢ 1ag relaciones ¢ <7 r < BV 0 <7 5 < 1< ]
implicans 1 <7 17, 1" < 17, ¥y 17 < 5%

11. Obtener el nimero inverso con respecto a la adicidn pary cadu une de
los siguicntes numeros: 3, -4, 1710, 1, 0, 10, —200.

12, Hacer ung lista de los nitmeros racionales que son sus proplos inverss
con respecto aJa suma y a la multiplicacién.

13, Demostrar que {a — O] y [b — 4] son inversos con respecto a la adicidn
para numeros racionales positivos a, & arbitrarios.

(S



Meserve / Conceptos fundamentales de dlgebra

14. Demostrar que los nimeros racionales estin ordenados linealmente.

15. Formular de nuevo las once propiedades de la relacién < del Cap.
1 — 6 con el objeto de obtener las onces propicdades para < cuando &, b, ¢, d
son numeros racionales.

1-10 LOS NUMEROS REALES. Elnumero
asociado con un objeto o conjuntos de objetos representa co-
minmente una medida o magnitud relativa a alguna unidad co-
nocida, por ejemplo, la altura de un drbol en pies, la extension de
una hacienda en acres, o el nimero de manzanas de una caja (com-
parado con una manzana). Cuando la medida de un objeto en re-
lacidn a otro no se puede expresar como un Cuociente entre enteros,
los dos objetos se llaman inconmensurables. Los griegos de la an-
tigiiedad observaron que la diagonal y el lado de un cuadrado son
inconmensurables. La circunferencia y el didmetro de un circulo
son también inconmensurables. Todo nimero que no pueda ex-
presarse como cuociente entre dos enteros se llama irracional.

Probaremos ahora que \/2 es irracional. Supongamos que V2
= a/b, donde a y b son enteros que no tienen un factor comun en-
tero. Entonces a® = 2b?, de aqui que resulte que a* es un entero
par. Por lo tanto, dado que sélo un entero par puede temer un
entero par como su cuadrado, a es divisible por 2, Sea a = 2c. En-
tonces resulta de? = 2b%, 2¢* = b*, y b es divisible por 2, contraria-
mente a nuestra suposiciéon de que a y & no tienen factores comunes
enteros. Por lo tanto la primera suposicién de que /2 = a/b es
imposible, y Vges un numero irracional.

El método de demostracién anterior suele denominarse método
de demostracidn directa o reductio ad absurdum. Consiste en su-
poner que la conclusién deseada es falsa y en valerse de esta supo-
sicién y de la hipétesis dada para efectuar una demostracién 1gica
de alguna asercién que sea contraria a la suposicién o la hipétesis.
(Ejercicic 1) . En seguida se dice que puesto que la suposicién con-
duce a una contradiccién, la suposicion debe ser falsa, es decir la
conclusién deseada debe ser verdadera. Una forma de demostra-
cién indirecta de un teorema, por ejemplo, (4 implica B) es la de-
mostracién directa del teorema contrarreciproco (“no B” implica
“no A47). E1 método de demostracién indirecta puede considerarse
también como un caso especial de demostracién por eliminacién
(Ejercicio 4).
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Los mimeros irracionales tales como /2 pueden definirse de
varias maneras. Nos alejaremos momentineamente de nuestro tra-
tamiento sistematico del sistema de nameros con el objeto de exa-
minar brevemente la notacién decimal para representar a todos los
numeros reales (racionales e irracionales). En realidad, las defini-
ciones de y las operaciones con decimales infinitos se basan sobre los
mismos conceptos fundamentales de sucesiones infinitas y limites
{Cap. ur-11). Por el momento nuestras consideraciones serdn algo
intuitivas. Las definiciones rigurosas se hardn en la seccién siguien-
te en funcién de las cortaduras de Dedekind. Todos los conceptos
intuitivos que se usan en esta seccidon pueden probarse rigurosa-
mente basdndose en las definiciones sistemdticas.

En el Cap. n-6 demostraremos que cualquier entero positivo N
puede expresarse en la “base” 10 en la forma

N = di 10° 4 dv, 10 o ... 4 d, 10* 4 d, 10 + d,,

donde los d, son elementos del conjunto 0, 1, 2, ..., 9 de digitos de
la base diez. Por ejemplo, 1953 significa 1 - 10° 4- 9 - 10* 4. 5 - 10
-+ 3. Giertas fracciones pueden expresarse en la forma:

N 4 agf10 o 85/102 & .., 4 010",

donde N y m son enteros positivos y los a, son digitos. Por ejemplo,
12514 = 80 - 7/10 < 5/102 = 30.75. Concretamente, un ndme-
ro racional r = a/b puede representarse por medio de un nimero
finito de términos como en la notacién decimal precedente (¢s de-
cir, por medio de un decimal exacto) si y s6lo si r es un entero
o bien si 10™r puede expresarse como numero entero para algin
numero entero positivo m. Dado que 29 = 5° = 1, esta condicién
puede formularse como sigue: un numero racional r puede expre-
sarse como un decimal exacto si y sblo st existen enteros a, P, 4
tales que r = a/ (2°5%).

Se debe aceptar que el simbolo 1.333 ... es un nuimero con el
objeto de poder expresar el numero racional 4/3 en notacién deci-
mal. En rigor, esto envuelve los conceptos de sucesiones infinitas y

de limites. Decimales como el anterior ¢ como—?— = 2.142857142857
.., que consisten en conjuntos de digitos, tal como el 3 ¢n el caso
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de -g- y 142857 en el caso de -1-7-5"-, repetidos indefinidamente se

llaman decimales periodicos infinitos. También se puede conside-
rar a los decimales exactos como decimales periddicos infinitos
haciendo a; —= 0 para el valor § suficientemente grande. Por ejem-
plo, 0.25 = 0.2500000 .... Demostraremos en el Cap. -7 que todo
ntimero racional puede representarse como un decimal periddico
infinito y, a la inversa, todo decimal periédico infinito, representa
un numero racional. Es ficil imaginarse la proposicion conversa
mediante el procedimiento siguiente: dado cualquier decimal pe-
riédico d en el que se repite indefinidamente un conjunto de %
digitos, calcular 10* - d — d y dividir por 10* .. 1. Por ejemplo,
si d = 1.533.., se calcula 10d — d = 18.8333... — 1.333... = 12, de

donde d = —:— Sid = 0.164545..., entonces 100d — d = 16.29, de

donde d = 16.29/99 = 1629/9900. Como se sefialé anteriormente,
una definicién precisa de la sustraccion de decimales infinitos re-
quiere el concepto de limite.

Definiremos, ahora, un decimal infinito como la expresién:

N 4 a,/10 4 a.f10% + ... + a,/10" 4 ..,

donde N es un entero y los a, son digitos, De las consideraciones
anteriores se desprende gue, una vez hechas las definiciones ade-
cuadas, es posible demostrar que un subconjunto (los decimales
periddicos infinitos) del conjunto de los decimales infinitos es
isomorfo con el conjunto de los numeros racionales, En general,
se puede definir la igualdad, la suma y el producto de decimales
infinitos, de modo que todos los decimales infinitos se comportan.
como numeros. De esta maneta, se puede representar niimeros nue-
vos, nttmeros irracionales, tales como x = 3.1415526536... (ver
Bibliografia N¢ 40, pdgs. §9-40), como decimales infinitos no pe-
riddicos. El conjunto de todos los decimales infinitos, es decir, el
conjunto total de numeros racionales e irracionales, se llama el
conjunto de los mitmeros reales. En consecuencia, si convenimos en
que todos los decimales infinitos representan nimeros, obtenemos
el conjunto de los niumeros reales. Dado que esta suposicién, en
ultimo término, envuelve el concepto de limites de sucesiones in-
finitas, basaremos nuestro estudio sistemdtico del sistema de nu-
meros reales sobre las cortaduras de Dedekind (Cap. 1-11). Se ha se-
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fialado la Seccién 11 del Cap. 1 como optativa para indicar que
cualquier lector que desee aceptar las propiedades corrientes de
los decimales infinitos sin una demostracién rigurosa pueda pres-
cindir de esa seccién.

Los ndmeros reales pueden clasificarse de diversas maneras.
Son positivos, negativos o cero. Son racionales o irracionales. Son
algebraicos o trascendentes. Se dice que un numero es algebraico
si satisface alguna ecuacién de la forma,

X" - ax"! 4 L b, =0,0a,5£0

donde los @ son enteros y n es un entero positivo. De todos los demis
numeros reales se dice que son trascendentes. Cualquier ndmero
racional a/b satisface la ecuacidn bx — a = 0, y, por lo tanto, es

algebraico. Algunos niimeros irracionales, como \/Z que satisface
la condicién x2 — 2 = 0, son algebraicos. Tambi¢n existen nii-

meros algebraicos, tales como 7 y - que satisfacen la ecuacién x?
<4 1 = 0, y que no son nimeros reales. Un nimero algebraico real
puede ser racional o irracional; todos los numeros reales trascen-
dentes son irracionales. La base de los logaritmos naturales

e = lim (1 4 xp~

x=0

€5 un numero trascendente real; también lo es w, la razén entre
la circunferencia y el didmetro de un circulo (ver Bibliografia N¢
29, p4gs. 71-89, 111). El simbolo =i, donde i satisface la ecuacién
x* 4 1 = 0, representa un nimero trascendente que RO €s un N
mero real.

EJERCICIOS

1. Dos proposiciones son contraries si ambas no pueden ser verdaderas
simultineamenie, Por ejemplo, ias proposiciones “El automdvil ¢s un Ford™
y “El automévil ¢s un Dodge” son contrarias, Enunciar cinco pares de proposi-
ciones contrarias,

2. Dos proposiciones son confradictorias si ambas no pueden ser verda-
deras ni tampoco pueden ser ambas falsas, Las proporciones dadas en ¢l cjemplo
ilustrativo del Ejercicio 1, no son contradictorias, dado que ambas podrian ser
falsas. Las proposiciones contradictorias son importantes, ya que si una es verda-
dera, la otra es falsa; y si una es falsa, 1a otra es verdadera. Formular cinco pares
de juicios contradictorios.
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8. Indicar cwiles de los pares de las proposiciones dadas en Ja yespuesta al
Ejercicio I, son contradictorios.

4. El método de prueba por eliminacién consiste en considerar todas las
posibilidades y en eliminar todas cllas excepto una. Por ejemplo, si deseamos
demostrar que el tridngulo 4BC es un tridngulo isosceles rectdngulo, habré que
considerar las siguientes posibilidades: (a) ¢l tridngulo ABC no es un tridngu-
lo rectdngulo; (b) el tridngulo ABC no ¢s un tridngulo isésceles; (c) el tridngulo
ADC es un tridngule isésceles rectangulo. Proponer otro ¢jemplo de esta clase
de razonamiento.

Demostrar que /5 es un numero irracional.

o @

Expresar 141414 ... en forma de nGmero racional.
7. Expresar 3.176176176... en forma de mimero racional.
8. Proponer cinco aluneras racionales algebraicos.

9. Proponer cinco mimeros irracionales algebraicos.

10. Dar ejemplos de tres nilimeros que el lector ¢rea que son trascenden-
tes (la demostracién sistemdtica de que un niimere dado es trascendente puede
ser muy difial) .

11. Indiwicar la welacién entre la clasificacion de los nimeros rezles en racio-
nales e irracionales y la clasificacidn de los nimeros reales en decimales exactos,
infinitos periddicos o infinitos no periddicos.

12. Demostrar la necesidad de ampliar nuestro sistema de nimeros reales,
dando ejemplos de cinco nimeros algebraicos que no sean niimeros reales.

18, ‘Hacer un cuadro indicando las relaciones entre los miimeros reales,
algebraicos, trascendentes, racionalvs, irracionales y enteros.

14. Encontrar ecuaciones {(con ceeficientes entercs) que se satisfagan con
cada uno de los siguientes nimeros:

(a) 3+ V2 (&) V10 —-2V5
() V3 +v2 (d) V4 - 2

¢Tienen estos cjercicios una respuesta unica? Explicar.
15. Demostrar que

{a+b\8/r:_d}}c

es un nimero algebraico donde @, b, ¢, d, ¥ ¢ == 0 son enteros.

I-11% LOS POSTULADOS DE LOS
NUMEROS REALES. Repetiremos, zhora, el procedi-
miento de definir operaciones y relaciones respecto de nuevos sim-
bolos. Los nuevos simbolos se Hlamarin cortaduras de Dedekind o,

*El asterisco indica que esta seccién (Cap. 1 - 11} puede omitirse sin perturbar
la organizacion del texto.
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simplemente, cortaduras. El postulado siguiente que se refiere a
la existencia de niméros que corresponden a cortaduras, se de-
nomina. postulado de Dedekind.

Si dividimos el conjunto de todos los ntmeros racionales en dos
subconjuntos L y R de tal manera que todo nimero racional per-
tenezca ya sea a L o a R, pero no a ambos, que ni L ni R sean
conjuntos vacios y que a perteneciente a L y b perteneciente a R
impliquen la relacion a < b, existe, entonces, un nimero ¢ corta-
dura tal que a perteneciente a L implica a =< ¢y b perteneciente
a R implica que ¢ = b.

Este procedimiento para formar una cortadura puede aplicarse
a cualquier conjunto de elementos en el cual se hayan definido
las relaciones de orden. Nos referiremos principalmente a corta-
durag /L, R\ en el conjunto de los nimeros racionales. Si . com-
prende a todos los nimeros racionales x = 3, y R contiene todos
los x > 3, entonces ¢ =— 3 y ¢ pertenece a L. Si L contiene a to-
dos los niimeros x < 5 y R a todos x = 5, entonces ¢ = 5 y ¢ se
encuentra en R. Nétese que ¢ es racional y en estos dos ejemplos
pertenece a L o a R. 8i L contiene a todos los niimeros negativos x,
y @ todos los nimeros no negativos x, tales que x* < 2, y si R
contiene a todos los niimeros positivos x tales que x* > 2, enton-
ces todos los nlimeros racionales se encuentran en Lo en Ry ¢ =
V2 no pertenece ni a2 L ni a R (Cap. 10). En general, cuando
los conjuntos L y R son subconjuntos del conjunto de los name-
ros racionales, el niimero cortadura ¢ se encuentra en I. o en R,
si y s6lo si ¢ es racional, Se dice que una cortadura es cerrada
sl el niimero cortadura ¢ es un elemento del conjunto y, en caso
contrario, la cortadura es abierta. Por eso, una cortadura en el
conjunto de los niimeros racionales es cerrada si ¢ es racional, y
abierta si ¢ es irracional, es decir, no racional. El conjunto de todos
los niimeros cortaduras que se obtienen de cortaduras en el con-
junto de los nimeros racionales, se llama el conjunto de los ni-
meros reales. El resultado de efectuar una cortadura en el con-
junto de los niimeros reales se acosturnbra a enunciarlo en forma
de un teorema, ¢l Teorema de Dedekind: Toda cortadura en el
sistema de numeros reales es cerrada (Ejercicio 10).

Dadas dos cortaduras JiLJ R} y .{S, T} en el conjunto de los ni.
meros racionales, formularemos las siguientes definiciones:
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(i) {L, R} = {8, T} si hay, a lo sumo, un elemento de § que no
es elemento de L y viceversa, si hay, a lo sumo, un elemento de L
que no es elemento de S.

(ii) {L, R{L & {S, T}, si hay, por lo menos, dos elementos de §
que no son elementos de L.

(i) { L, R} + {S, T}. = {U, P\, en donde U comprende a to-
dos los nimeros racionales que puedan expresarse en la forma a 4
5, donde a pertenece a L y s pertenece a S.

Las expresiones “a lo sumo un elemento” en (i) y “por lo me-
nos dos elementos” en (i), son necesarias, puesto que la corta-
dura L, RY donde L comprende a todos los x < 2y la cortadura
45, "I‘i donde § contiene a todos los x = 2 tienen el mismo numero
cortadura ¢ = 2 y deben considerarse iguales. Cada una de las
definiciones anteriores puede expresarse también (Ejercicio 4) con
respecto @ las condiciones de R, T y ¥, ya que por definicion de
una cortadura JL, R} en el conjunto de los nimeros racionales,
todo numero racional debe pertenecer a L o a R, de donde R con-
tiene a todos los numeros racionales que no pertenecen a L.

La cortadura .{N, Pl en la que todos los numeros racionales ne-
gativos y cero se encuentran en N y todos los nimeros racionales
positivos pertenecen a P, se denomina cortadura cero. Se dice que
una cortadura L, R\ es negativa si {L, R:, < {N, PLl; es cero si
4}5, R} — .:N, }y es positiva si {N, } < {L, R }, Una cortadura
que es positiva o cero se dice que es no negativa. E]1 producto de
dos cortaduras .{L, R} . {S, T} = { U, VI; puede definirse conside-
rando los casos posibles de' cortaduras negativas y no negativas. De-
finiremos a ¥ como el conjunto de nimeros racionales que se pue-
den expresar en la forma as, donde a pertenece a L, y s pertenece
a §, cuando las dos cortaduras dadas son negativas; y cuando las
dos cortaduras dadas son no negativas, definiremos a ¥ como el
conjunto de numeros racionales que se expresa en la forma 7%,
donde 7 pertenece a R y ¢ pertenece a 7. $i una de las cortaduras
dadas es no negativa y la otra es negativa, U comprende al con-
junto de los mimeros racionales que se expresan en la forma at,
donde a pertenece a L y ¢ pertenece a T, cuando {L,R} es negati-
va; y cuando {S, T} es negativa, U comprende al conjunto de los
nimeros racionales susceptibles de expresarse en la forma sr, don-
de s pertenece a S y r pertenece a R.
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Ya hemos definido la igualdad, las relaciones de orden, la suma
y la multiplicacién para los nuevos simbolos {L; R}, Como en el
caso de los simbolos a/b y [a — b], queda por demostrar que existe
un isomorfismo de orden entre un subconjunto de los nuevos sim-
bolos y el conjunto dado de niimeros, o sea, el conjunto de los
nimeros racionales. Consideraremos la correspondencia de {L, R
con ¢, donde ¢ es un numero racional y L contiene 2 todos los ni-
meros racionales x = ¢. Esto es, en esencia, la correspondencia en-
tre cortaduras cerradas y los numeros racionales, ya que ¥ com-
prende a todos los numeros racionales = ¢, luego UV} =
{L, R}.

Dadas dos cortaduras {L, R }., {S, T}, que correspondan a mime-
ros racionales ¢ y b, respectivamente, las definiciones anteriores
pueden aprovecharse para demostrar que {L R} = {S, T}, si y sélo
si a = b; que {L,R} e .{S_.T}, si y sélo si a < b; que {L,R} +
{S, T} corresponde a a4 -+ b; y que {L,R"» . {S, T} corresponde a
a - b. Las demostraciones no son dificiles y se han dejado como
ejercicio para el lector (Ejercicio 7). El isomorfismo de orden entre
el conjunto de cortaduras cerradas y el conjunto de niimeros racio-
nales, muestra que para el conjunto de cortaduras cerradas, las defi-
niciones anteriores son consistentes con nuestras definiciones pre-
vias. Tal como se sefialé anteriormente, los niémeros cortaduras
representados por los nuevos simbolos se llaman nymeros reales
para cortaduras arbitrarias {L, R} pertenecientes al conjunto de
los ntimeros racionales. De esta manera, hemos obtenido mimeros
nuevos, los numeros irracionaeles que son los que corresponden a
cortaduras abiertas, El Postulado de Dedekind sobre la existencia
de un nimero cortadura ¢ para todas las cortaduras pertenecien-
tes al conjunto de los nimeros racionales, sirve para postular la
existencia de todos los niimeros reales, racionales e irracionales en
relacién con los niimeros racionzales. El Teorema de Dedekind (to-
das las cortaduras ¢n el conjunto de los numeros reales son ce-
rradas) puede probarse (Ejercicio 10) demostrando que todas las
cortaduras en el conjunto de los numeros reales determinan una
cortadura en el conjunto de los nimeros racionales. Varias otras
propiedades de las cortaduras de Dedekind y de los nimeros rea-
les se tratardn en los ejercicios siguientes y en el Cap. 112,
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EJERCICIOS

1. Citar dos ejemplos de cortaduras abiertas en el conjunto de niimeros
racignales,

2. Citar dos ejemplos de cortaduras cerradas en el conjunto de los niimeros
racionales.

8. Demostrar gue toda certadura en el conjunio de los ndimeros entercs es
cerrada.

4. Formuiar de nuevo las definiciones anteriores (i} (if) y (iii} con res-
pectoa R, T, ¥y V.

5. Proponer una cortadura cero {N', Pf} — {N, P} tal que los conjuntos
N' y N sean diferentes.

6. Consiruir la cortadura que sea la suma de las dos cortaduras dadas en Ia
respuesta del Ejerricio 1.

7. Dadas dos coriaduras cerradas _{L, R}_, ‘is, T} correspondientes a
a y b respectivamente, demostray que JL, RL — i
_{L,R}_( 45, T} s1ysdlosiac< b _{L,R} = 4
y{IL, RL . U5, 'I'& corresponde aa « b,

& Repetir el FEjercicio 6 respecto del producto.

§ T siysolosiae—==5&
H T}, corresponde a a - b;

9. Decfinir la sustraccién de lag cortaduras y repetir el Ejercicio 6 respecto
de la sustraccion.

10. Demostrar €l Teorema de Dedekind.

11, Definir Ia divisién de una cortadura arbitraria por una cortadura dife-
rente de cera, Dar un ejemplo numérico.

1Z. Demostrar que los numeros reales estin ordenados linealmente (Cap.
1—6).

13. Demostrar gue los nimeros reales son densos (Cap. 1 — 8).

I-12 PROPIEDADES DE LOS NUME-
ROS REALES. Acabamos de aceptar que los niimeros
reales existen y estin ordenados linealmente (Ejercicio 12, Cap.
1-11). Se los puede considerar ya sea como decimales (Cap. 1:10) o
bien como cortaduras de Dedekind (Cap. 1r11). También damos
por aceptado que se han definido las cuatros operaciones racionales
y que tienen las mismas propiedades en el conjunto de los nimeros
reales que en el conjunto de los mimeros racionales (Cap. 1-11).

Dado cualquier numero real @ y cualquier entero positivo b,
determinaremos que el simbolo &® representa el producto de &
factores a. Si @ == 0, definiremos ¢° = 1 y 2™ @® == 1 para cualquier
entero b. $i a = 0 y b es cualquier numero real positivo, entonces
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a® = 0. Definiremos (2¥*}* == a para cualquier ntimero racional b
cuando a > 0, y para cualquier entero impar b cuando a < 0.
Estas definiciones permiten conservar la propiedad a* a* = @°°
siempre que los simbolos estén definidos. En general, para cual-
quier niimero real @ y para cualquier némero racional b, por ejem-
plo, b = r/s donde los enteros r, s no tienen factores comunes, €l
simbolo a* representa un niimero real si y sélo si el entero r puede
elegirse de modo que o” esté definido y que la ecuacion x* = a’
tenga una solucién en el conjunto de los niimeros reales. Iste con-
cepio puede aplicarse (Ejercicios 10, 11, 12 y 18} a los niimeros
reales @ con el objeto de dar un significado preciso al simbolo 4*
en el conjunto de los niumeros reales sujetos a cualquiera de las
siguientes condiciones:

(i) @ == 0 y b es cualquier niimero positivo real;

(ii) @ > 0 y b es cualquier nimero real, y

{iii) @ < 0 y & = r/s donde los enteros 7, s no ticnen factores
comunes y s es nimero impar (no tiene factor 2) .

Cuando @ = 0 y b = 0, no se le puede atribuir al simbolo a*
un significado explicito dentro del conjunto de los niimeros reales
y conservar, al mismo tiempo, la propiedad a* a* = a**, Cuande
a < 0y b es irracional, o b = r/s, donde 7 y s no tienen factores
comunes y § es par, el simbole a® no tiene un significado explicito
en el conjunto de los ntmeros reales, pero puede definirse en el
conjunto de los nimeros complejos (Cap. ¥16).

Todas las propiedades del conjunto de los nimeros reales pue-
den considerarse también como propiedades del conjunto de pun-
tos de una recta. Supondremos que el lector estd familiarizado con
el uso de un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales en la
geometria plana de Euclides. En cualquier sistema dado de co-
ordenadas, como el ya citado, definiremos los puntos que tienen
nimeros Entercs por coordenadas, como punios enteros; definire-
mos como puntos racionales a los que tienen nimeros racionales
por coordenadas y como puntos reales a aquéllos que tienen por
coordenadas, nimeros reales. Dado un origen y un punto unidad,
todos los puntos enteros y racionales pueden construirse con regla
y compés (Cap. vi+4). También, pueden constrairse algunos pun-
tos irracionales, como /2, la diagonal de un cuadrado, cuyo la-
do es la unidad. La existencia del conjunto de los puntos irra.
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cionales debe postularse. Euclides supuso que cualquier segmento
de recta que uniera el centro de un circulo con un punto fuera
del circulo, contenia un punto del circulo. Nosotros admitiremos

el Axioma de Cantor-Dedekind:

A4 cada punto de una recta corresponde uno y sélo un numero
real e inversamente, @ cada numero real corresponde uno y sélo un
punto de una recta.

Esta correspondencia biunivoca puede elegirse, como en el caso
de los sistemnus de coordenadas corrigntes de modo que exista un
isomorfismo de orden entre el conjunto de los puntos de la linea
recta v el conjunto de los nuimeros reales. Esta correspondencia,
pues, hace posible obtener una representacién geométrica de las
propiedades del conjunto de los ntimeros reales. Por ejemplo, los
nimeros reales y racionales son densos {(Cap. 1-8); los enteros no
son densos, Todos los ntiimeros enteros, racionales y reales estdn
ordenados linealmente (Cap. 1-6).

La propiedad que distingue al conjunto de los numeros racio-
nales del conjunto de los nimeros reales es la continuidad. Esta
es Ia propiedad que se utiliza en geometrfa plana para demostrar
que cualquiera recta que una el centro de un circulo con un punto
fuera de €1, debe cortar al circulo, por lo menos en un punto. In-
tuitivamente, una lfnea recta o curva es continua si no “se rompe"
o “interrumpe”’, Técnicamente, valiéndonos del Axioma de Cantor-
Dedekind, representaremos los elementos de cualquier conjunto
dado erdenado linealmente como un conjunto ordenado de puntos
de una recta, y consideraremos a los numeros reales (coordena-
das) asociados con estos puntos. Definiremos entonces el conjunto
de elementos dado ordenado linealmente y el conjunto de puntos
asociado con €l como continuos si vy sblo si el conjunto correspon-
diente de numeros reales incluye a todos los ntmeros reales x o
comprende a tedos los miameros reales x que satisfacen alguna de
las relaciones a<C %, ¥ < b, a < x < & para algunos numeros rea-
les a, b. Esta definicién puede formularse en forma mucho mis
elegante empleando la terminologia del Cap. 1-11. Se dice que un
conjunto de elementos linealmente ordenados, es continuo, si es
denso y satisface el Postulado de Dedekind. Es asi como los nu-
meros racionales son densos, pero no continuos; los nimeros rea-
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les son densos y continuos. Las definiciones anteriores de conjun-
tos densos y continuos pueden ampliarse a conjuntos de puntos
en un plano y a muchos otros conjuntos que no pueden ser orde-
nados linealmente.

Las proposiciones contenidas en el Ejercicio 9 sefialan, prind-
palmente, métodos para ampliar un conjunto denso, ordenado li-
nealmente y convertirlo en un conjunto continuo. Por ejemplo,
cada uno de los numeros.

1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 141421, 1414214, . .

puede expresarse en forma de un nudmero racional que tenga por
denominador una potencia de diez (Cap. 1-10). Sin embargo, si
consideramos una sucesion tal de nimeros x;, X, X .., quUe sa-
tisfaga,

1— 522> 22— >,

y tal que para cualquier nimero e racional positive dado, €l ni-
mero positivo 2 ~- x2 pueda hacerse menor que e eligiendo 7z su-
ficientemente grande, es decir, haciendo aproximaciones mis y
mds préximas a \/2, entonces esta sucesién sirl_ fin de numeros
puede decirse que define un nuevo numero /2. En la termino-
logia del andlisis algebraico, la sucesién anterior de ndmeros ra-
cionales tiene a \/2 como limite (Cap. m-1T1). En general, cual-
quier conjunte de elementos denso ordenado linealmente puede
hacerse continuo agregando todos los limites de las sucesiones con-
vergentes de sus elementos (Cap. m-11), Por ejemplo, el conjunto
de los numeros racionales se convirtié en un conjunto continuo
(el conjunto de los nvmeros reales) al agregar Jos mimeros irra-
cionales. Todo numero irracional puede expresarse como limite
de una sucesion de nuameros racionales.

La ultima propiedad de los nimeros reales que consideraremos
es la propiedad de tener limites. La palabra “limite” se usa fre-
cuentemente para indicar un dmbito que no puede o no debe exce-
derse. La frase “fuera de los Hmites” es corriente en muchos juegos.
Todo objeto fisico tiene limites. Las inmensas regiones polares
despobladas de la Antdrtica estén limitadas por océanocs. El aire
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que respiramos es una parte de la atmdsfera de la tierra que estd
limitada, dado que no se extiende hasta el sol, hasta otro planeta,
ni ain hasta la Iuna. El ntimero de pelos de la cabeza de una per
sona y el nimero de granos de arena de la playa de Miami son
limitados, aun cuando, por lo menos, en el segundo caso, el nu-
mero es grande.

La palabra “ilimitado” se usa para indicar que un objéto o los
ctementos de un conjunto exceden cunalquier limite que se pre-
tenda establecer para él. Se dice que el conjunto de enteros posi.
tivos es ilimitado, ya que si se considera cualquier nitmero real M
como limite, siempre existe un numero entero n tal que n > M,
Para ser mds exactos, decimos que los enteros positivos tienen un
limite inferior que es cero, o cualquier niunero negativo y quc
en su extremo superior son ilimitados. Lo mismo puede decirse
de los niimeros reales positives. Los enteros negativos son ilimi-
tados en su extremo inferior y son limitados en su extremo supe-
rior. El conjunto de todos los enteros es ilimitado en sus extremos
inferior y superior, es decir, ¢s dlimitado. Anilogamente, los nu-
meros reales son ilimitados.

El conjunto de los miimeros reales positivos = N estd limitado
por 0 y por N. Cualquier conjunto numerado de niimeros reales
estd limitado. Por ejemplo, el conjunto 1, 5, 75, 82, 17, —4 estd li-
mitado por —4 y 75 o por —10 y 100, .... ¥n efecto, los limites no
son unicos y cualquier mimero real determinado estd limitado.
Por ejemplo, cualquier nimero real n estd limitado por n — 1y
n 4 1. Cada uno de los nimeros reales, considerados individual
mente, esta limitado, pero el conjunto de todos los numervs rea-
les es ilimitado. Lo mismo puede decirse del conjunto de numeros
enteros. Se dice que un conjunto de nimeros reales estd mitado
si existe un namero entero positivo fijo N tal que N < & < N
para todos los clementos & del conjunto. En la seccién siguiente
de este capitulo consideraremos conjuntos ilimitados de elementos
y nos referiremos, particularmente, a los conjuntos de elementos
que puedan ordenarse en correspondencia biunivoca con respecio
al conjunto de los niimeros enteros positivos.

EJERCICIOS

1. Indicar cuiles de los siguientes conjuntos de elementos son linealmente
ordenados: (2) los mumcros enteros; (b) los niimeros racionales; (c) los nu-

Y 54 (



1 - 12 Propiedades de los niimeros reales
meros irracionales; (d)} los numeros reales algebraicos; (e} los puntos de un
cireulo en la geometria de Buelides, y {f} los puntos de un segmento de recta
timiitado en la geometria de Euciides.

2. Sefiglar cudles de los conjuntos de clementos del Ejercicio 1 son densod.

3. Indicar cudles de los conjuntos de elementos del Ejercicio | son continuos.

4. Dcmostrar que todo conjunto continuo lincalmente ordenado, debe ser
también denso.

5. lIndicar una propiedad del conjunte de los numeros reales que lo dis-
tinga el conjunto de los nimeros racionales.

6. Indicar una propiedad decl conjunto de los nimeros racionales que lo
distinga dei conjunto de los niimeros enteros.

7. Citar tres conjuntos de numeros que posean las siguientes propieda-
des: {2) tewer limite inferior y superior; (b} temer limite inferior solamente;
(¢} temer limite superior solamente: (d) ser ilimitades; (€) ser limitados.

8. Citar dos conjuntos de limites, en cf caso de que exista alguno, para cada
uno de los conjuntos de miimeros dadoes cn kus yespuestas al Ejevcicio 7.

9. Dar ejemplos algebraicos o geométricos de cada una de las siguientes
proposiciones. Cada proposicién pucde servir para postular la cxistencia del
conjunto de ntimeros rezles ¥, en este sentido, ¢s equivatente al Postulado de
Dedekind. Cualquiera de cstas proposiciones puede considerarse también como
base suficiente para probar la continuidad tante en dlgebra como ¢n geometria.

a) Toda fraccién decimal esti dada comoe un mimero real.

b) Teorema de Boluano Weiersirass: ‘Fodo conjunto acotado de infinitos pun-
tos admite por Jo menos un punto limite.

¢) Todo conjunto de puntos acotado en su extremo inferior tiene una cota
mferior maxima.

d) Todo conjunic de puntes acotade €n su extremo superior tieme una cota
superior minima.

¢) Teorema de Heing - Borel - Lebesgue! Si un conjunto infinito de intervalos
I comprende un conjunto fundamental de puntos $ en un intervalo cerrado finito,
entonces, existe un subconjunto finito de [ que comprende a §.

f} Teda sucesion de Cauchy de numercs racionales determina un numera
real {Cap. 11},

g) Teoreme de Canior: Dada una sucesibn cualquiera de intervalos E; E.,
E,, ... sobre una recta, en que E, estd determinado por a, Zx =b, y en donde se
verificarlas relaciones 6; <@, = G = veeg - <l = b,—§~'-"._- b, entonces existe
por lo menos un punto, sea x = x,,#t-]uc perte;_ece a todos los intervalos de Ia
sicesion.

10. Definir @® para cualquier nimero real @ 2 0 y para cualquier entero b.
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*11. Definir a* como un niimero positivo para cualquier niimero real positivo
¢ ¥ cualquier niimero real b.

12. Definir a* para cualquicr numero real negativo ¢ y cualquier mimero
racional & = r/s, donde los enteros », s no tengan factores comunes y 5§ sea
itnpar.

13, Demostrar que a estd determinado univocamente por las condiciones
expuestas en los Ejercicios 10, 11, 12,

I-13 LOS NUMEROS CARDINALES
TRANSFINITOS. En las secciones 1y 2 del Cap. 1 se
han considerado los nameros cardinales asociados con conjuntos fi-
nitos de elementos. Dos conjuntos finitos tienen el mismo ntmero
cardinal si y s6lo si existe una correspondencia biunivoca entre los
elementos de los dos conjuntos. Ahora, mediante correspondencias
biunivocas, asociaremos numeros cardinales (numeros cardinales
transfinitos) con conjuntos infinitos (Cap. 1-2).

Dos conjuntos infinitos de elementos tienen el mismo ntmero
cardinal transfinito si y s6lo si existe una correspondencia biuni-
voca entre Jos elementos de los dos conjuntos. Como en el caso
de los conjuntos finitos, se dice que dos conjuntos infinitos que
tienen el mismo numero cardinal son equivalentes. Sin embargo,
un conjunto infinito puede ser equivalente 2 uno de sus propios
subconjuntos, Por ejemplo, el conjunto de los enteros positivos n
es equivalente al conjunto de los enteros positivos pares segdn se
desprende de la correspondencia de n con 2n. Debido a esta propie-
dad de los conjuntos infinitos, una correspondencia biunivoca entre
los elementos del conjunto 4 y de un subconjunto propio de un
conjunto B, significa solamente que el nimero cardinal del conjun-
to A es menor que o igual al nimero cardinal del conjunto B. Con
el objeto de demostrar que el nimero cardinal de un conjunto 4 es
menor que el mimero cardinal de un conjunto B, es necesario
probar que A es equivalente a un subconjunto propio de B y que
no existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de A
y los elementos de B,

Si un conjunto de elementos tiene un numero. cardinal tres, sus
elementos pueden ordenarse en correspondencia biuniveca con e
conjunto 1, 2, 8, de los enteros positivos. $i un conjunto estd repre-

“Para la solucién de este ejercicio se requiere la materia presentada en el
Cap. 1-11
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sentado por un numero cardinal 7, sus elementos pueden ordenarse
en correspondencia biunivoca con el conjunto 1, 2, 3 ... n, de
enteros positivos. Si los elementos de un conjunto pueden ordenarse
en correspondencia biunivoca con el conjunto de todos los enteros
positivos 1, 2, 3, ..., su niimero cardinal se llama Aleph-cero, No
y se dice que el conjunto es infinito contable o infinito numerable.
El conjunto de todos los enteros positivos.

1 2 8 4 5 6 F - n -
el conjunto de los enteros positivos pares
2 46 810121 ... 2n

el conjunto de los enteros positivos impares

I 85 & 7 9113 ... 21 L,

y atn el conjunto de los niimeros racionales positivos, como lo de-
mostraremos mds adelante, son infinitos numerables,

El conjunto de Ios nimeros racionales positivos es por lo menos
infinito numerable, pues tiene comeo subconjunto al conjunte de
los niimeros enteros positivos. Demostraremos que ¢l conjunto de
los ntimeros racionales positivos es a lo sumo infinito numerable
demostrando que el conjunto de todos los pares de enteros positivos
es infinito numerable, Consideremos el cuadro

1,f®2 1/@4 I/QG 1/7
(2/1 079" 03" 2/4:: 2/572/6 2/7
3/ 3/27,3/87 347 3/5 3/6 1
(4 17274/37 474 /5 4/6 47
517 5/275/3 5/4 5/5 5/6 5/7
(eq 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 6/7

\\\\\

y asociemos un entere positivo con cada par sigutendo la direccién
de las lineas diagonales tal como se indica en e} cuadre:

1 ~1/1, 2 ~ 1/2, 3 ~ 2/1, 4 ~ 3/1, & ~ 2/2, ---
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Esta correspondencia biunivoca entre el conjunto de los enteros
positivos y el conjunto de todos los pares de enteros positivos indica
que el conjunto de pares es infinito numerable. Dado que el con-
junto de mnumeros racionales positivos ¢s un subconjunto del
conjunto de todos los pares de mimeros enteros positivos, el con-
junto de numeros racionales positivos no es superior a infinito
numerable. Luego, ya que es también por lo menos infinito nume-
rable, el conjunto de¢ los niimeros racionales positivos es infinito
numerable,

La correspondencia anterior entre los nimeros racionales posi-
tivos y los enteros positivos proporciona una ordenacién de los
nimeros racionales positivos. Esta ordenacién satisface las condi-
ciones de un conjunto ordenado linealmente (Gap. (-6}, pero
evidentemente no ¢s una ordenaciéon conforme a la magnitud o
medida de los nimeros. Por ejemplo, segun este orden, 2 precede
al/4yal.

Dado que el conjunto de los multiplos de mil, el conjunto de los
nameros enteros pares, el conjunto de los niimeros enteros impares,
¢l conjunto de los nimeros enteros, y el conjunto de los numeros
racionales tienen todos el mismo numero cardinal, surge la cuestién
de que si todos los conjuntos infinitos de niimeros reales son infini-
tos numerables. Puede demostrarse que el conjunto de los nimeros
reales algebraicos es infinito numerable (Ejercicio 5) y que el con-
junto de los nimeros reales trascendentes no es infinito numerable
{Ejercicio 6} .

Si se representan tnicamente fos puntos enteros por medio de
puntos sobre una recta, es facil ver los "saltos” en la recta. Una vez
que se han agregado todos los puntos racionales, los puntos se pre-
sentan densos ¥ sin embargo, si sc considera la recta como cl eje de
las x, y se describe el circulo con centro ¢n el origen y radio \v/:‘-z‘.,'
este circulo corta la recta sin encontrarse con ningin punto racio-
nal, de modo que debe haber aun *‘saltos” en Ia recta. Si se agre-
garan aun todos los puntos cuyas abscisas son ntimeros reales alge
braicos (Cap. t-10), todavia habria “salios” ya que st la circunfe-
rencia de un circulo de radio igual a Ja unidad, pudiera cortarse,
estirarse en linea recta colocando un extremo en el origen, el otro
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extremo llegaria al punto irascendente 2 . Cuando se han repre-
sentado todos los niimeros reales no hay ningun “salto™ cn la recta.

Consideremos el conjunto de los niimeras reales entre cero ¥ uno
y representémoslos como niimeros decimales. Si el conjunto es inf-
nito numerable, los decimales pueden ordenarse en correspondencia
biunivoca con los enteros positivos y pueden escribirse en lista en el
orden impuesto por esta correspondencia. Supongamos que el orden
impuesto es

. 1284
2315
. 1694
7850

De acuerdo con la suposicién de que el conjunto es infinito
numerable, todos los decimales entre cero y uno se encuentran en el
esquema anterior. Supongamos que formamos un decimal tomando
los elementos .1390 ... de la diagonal prindpal y aumentamos
cada eflemento en 1, excepto ¢l 9 que se reemplaza por 0. El nuevo
decimal en este caso es .2401 . .. y se encuentra entre el cero y el 1.
Este decimal no se encuentra en la primera fila, ya que sus primeros
elementos difieren; no estd en la segunda [ila, ya que sus segundos
elementos difieren; y en general, no estd en la j-¢sima fila, puesio
que los j-ésimos elementos difieren. De aqui que el decimal forma-
do no se encuentre en el esquema, y que la suposicion de que los
ntmeros reales entre cero y uno son numerables nos ha conducido
a4 una contradiccion. En resumen, si el conjunto de los nimeros
reales entre cero y uno es inflinito numerable, los nimeros reales
(e ese conjunto pueden ponerse en una lista en algin orden como
se hize mds arriba. Cualquiera que sea esle orden, pedriamos, si
fuese necesario, volver a ordenar los mimeros de modo que por
lo menos uno de los digitos de la diagonal principal no sea 8 sino
9 y, por medio de este procedimiento, formariamos un nuevo dect-
mal que no se encuentre en la lista. Por consiguicnte, los nimeros
reales entre cero y uno no pueden ponerse en lista en ningiin orden
v el conjunio no es infinito numerable. Por esta razén ¢l conjunto
de los numeros reales es indinito, pero no infinilo numerable, ya
que uno de sus subconjuntos es infinito y no infinito numerable-
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El nimero cardinal asociado con el conjunto de todos Ios niime-
ros reales se llama el numero cardinal del continue C. El infinito
numerable §§, es el primero, o sea el nimero cardinal transfini-
to menor. Uno de los problemas matemdticos famosos no resuel-
tos es demostrar que C es el mimero transfinito siguiente a §y, €s
decir, C = ;. Hay por lo menos un conjunto infinito numera-
ble de numeros cardinales transfinitos diferentes (ver Bibliogra-
fia N? 13, pags. 84-85; y N@ 29, pégs. 54-55), pero los dos anterio-
res son los mds comunes.

La correspondencia entre los nimeros reales y los puntos sobre
una recta en la geometria euclidiana corriente, es vélida sélo para
mimeros finitos. Los nimeros transfinitos no se incluyen en el con-
junto de los nimeros reales y tienen relaciones completamente
diferentes de las de los numeros reales. Por ejemplo, \o = ¢ = N0
donde a es igual a §3, 0 a cualquier ntimero cardinal finito; §yo -}
C:C;No-ﬁzﬂu.

EJERCICIOS

1. Dar tres ejemplos de cada uno de Jos siguientes ejercicios: (a) un con-
junto finito y un subconjunto finite propio; (b) umn conjunte infinito y un sub-
conjunto Ffinito; {¢} un conjunto infinite ¥y un subconjunto infinito propio;
{d) un conjunto infinito numerable; (¢) un conjunto infinito que no sea infinito
nimerable.

2. Demostrar que los niimeros racionales negativos son infinitos numerables.

3. Demostrar que cualquiera funcidn f{x} definida {Cap. 1-10) para valores
enteros positivos de x, tonta una sucesién infinita numerable de valores (no nece-
sariamente distintos) a medida que x toma los valores 1, 2, 8, ...

4. Dar tres ejemplos de sucesiones de numeros obtenidas como se sefiala
cn ¢l Ejercicio 3.

5. Demostrar que ¢} conjunto de los mimeros rcales algebraicos es infinito
numerable (ver Bibliografin N¢ 18; pdg. 108).

6. Demostrar que el conjunto de niumeros reales trascendentes no es infinito
numerable

1- 14 GRUPO; SISTEMA DE NUMEROS.
Hemos estudiado el sistema de nimeros racionales y el sistema de
los nimeros reales. En esta seccidn estudiaremos el concepto de

1680 (



t- 14 Grupo; sistema de ndmeros

grupo y estableceremos con toda exactitud qué se entiende por
un “sistema de mimeros".

Un conjunto de elementos forma un grupo con respecto a una
operacién @ binaria Unica cualquiera (Cap. 1-2) si ella es: (1) ce-
rrada (2) asociativa; y contiene (3) un elemento de identidad; y (4)
el inverso de cada uno de sus elementos. En otras palabras, e} con-
junto C de elementos g, b, ... forma un grupo con respecto a @ st
(1)a @ b estd en C para todos los pares a, bde C; (2) (2 @ b) @ ¢
=a @ (b ® c) para todo a4, b, ¢, de C; (3) hay un elemento I de €
tal que I @ ¢ = a @I = a para todo elemento a de C; y (4) para
todo @ de C hay un elementoa’en Ctalquea @ &’ = o P ¢ = 1.
Por ejemplo, el conjunto de los enteros (positivos, negativos y cero)
forma un grupo con respecto a la operacién de la adicién pero no
con respecto de la operacién de la multiplicacién. El conjunto
de los niimeros racionales (y también el conjunto de los nimeros
realesy forma un grupo con respecto a Jla adicién. §i se excluye el
cero, los niimeros racionales restantes forman un grupo con res-
pecto a la multiplicacién.

Se dice que un grupo es conmutativo (o Abeliano) sia @ b ==
b @ a para todos los elementos a, b, del grupo.

Un conjunto de elementos en el cual estdn definidas dos opera-
ciones binarias + y X forma un sistema de nimeros o campo con-
mutativo si: (1) el conjunto forma un grupo conmutativo con
respecto @ +; (2) el conjunto, sin el elemento de identidad para
-, forma un grupo con respecto a X; y (3) las leyes de la distribu-
tividad de X con respecto a 4,

aX (b+¢) =maXbtaxXe (b+¢) Xa=mbXa+cXa,

son vélidas para tres elementos cualesquiera a, &, ¢ del conjunto.
Un sistema de ntimeros en el cual la X es conmutativa se llama
campo®,

Sia y & son elementos de un sistema de nimeros tal que ab = ¢
¥ @ £ 0, entonces existe 4~ de acuerdo con (2), a’ab =0,y b =
0. En otras palabras, si el producto de dos elementos de un sistema
de nimeros es cero, entonces por lo menos uno de los elementos
debe ser cero. En rigor, un elemento & =< 0 se llama un divisor cero

*Los autores franceses emplean ¢l término “cuerpo”. (N. de la T).
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st existe un elemento § =« 0 tal que j - & = 0 (ver Ejercicio 13,
Cap. 11-9) . La demostracién anterior prueba que los divisores cero
no pueden existir en un sistema de nomeros.

Si un sistema de nimeros contiene a los enteros positivos, debe
contener también (i) a cero y a los enteros negativos, es decir, al
elemento de identidad y a los inversos aditivos; y (ii) a los nimeros
racionales, ya que debe incluir a los inversos respecto a la multi-
plicacién de todos los enteros diferentes de cero y a todas las sumas
finitas de estos inversos. Por consiguiente, ¢ualquier sistema de
numeros que contiene a los enteros positivos debe contener a los
numeros racionales. Los nimeros racionales, los numeros reales, y
—como veremos pronto-- los nimeros complejos, forman sistemas
de numeros. Los conjuntos de los mameros racionales, reales y com-
plejos torman también sendos campos, dado que hemos determi-
nado que la adicién y la multiplicacién son operaciones conmu-
tativas,

La definicidon exacta que hemos dado de un sistema de numeros
contiene los conceptos basicos de este término matemitico corrien-
te. Es aun de mayor importancia fundamental la introduccién de
los conceplos de grupo y de campo que junto con el concepio
de anillo {Cap. t-18) forman la base de la mayoria de las defini-
ciones del ilgebra abstracta.

EJERCICIOS

1. Indicar cudles de los conmjuntos de ndimeros siguientes forman grupos
respecto a la adiaon.

a) DUmMEeros entercs pares,

b) nimeros enteros impares,

<} multiploy enteros de dieg,

d) mlriplos enteros de cualquier entero k,

€) enteros positivos,

fi numeros de la forma b\/Z en que b es un nimero racional,

g) nimeros de la forma ¢ + b\/Z, cn que a y b son enteros,

h) miumeros de la forma a 4+ B+/2, en que a ¥ b son nimeros racionales,

iy 0,

j) mumeros racionales positivos,

K) ndimeros irracionales,

1) ntmeros de la formz a + bw, donde @ y b son numercs racionales cuales-
quiera y w es un nimero algebraico dado (Cap. 1-18}.
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t- i Los nitmeros complejos
2. En cada une de los conjuntos de niimeros del Ejercicio 1, excluir el cero
cada vez que se presente e indicar cudles de los conjuntos de mimeros que
yesultan forman grupes respecto a la multiplicacion.
5. Demostrar gue $i en un conjunto de eclementos la adicidn es asociativa.
el conjunto es cerrado respecto a la sustraccién y que esic conjunto forma un
grupo tespecto a la adicién.

1-15 LOS NUMEROS COMPLE]JOS.
Hemos comenzado por los nameros enteros positivos, desarrollamos
en seguida el sistema de numeros racionales con el fin de obtener
un conjunto de nimeros que sca cerrado para las cuatro operacio-
nes racionales (adicidén, multiplicacién, sustraccidn, divisién) e in-
trodujimos el sistema de numeros reales para obtener un conjunto
de ntmeros en ¢l cual puedan representarse todas las magnitudes
finitas. En los sistemas de numeros racionales y reales, las relaciones
de orden e igualdad, asi como las operaciones de adicién y multi-
plicacién tienen las mismas propiedades bidsicas que en el conjunto
de los nimeros enteros (Cap. 1-5 y Cap. 1-6). En esta sectitn
repetiremos una vez mds el procedimiento para definir las relacio-
nes y operaciones para un nuevo simbolo, probando con respecto
a un subconjunto de los simbolos, que estas definiciones son consis-
tentes con las definiciones anteriores y definiendo los nuevos sim-
bolos como nimeros. Todos los simbolos finitos considerados ante-
riormente para los nameros podian ser representados como puntos
sobre una recta en la geometria plana corriente y estaban lineal-
mente ordenados. Los nuevos simbolos gue consideraremos ahora
deberdn representarse sobre un plano en vez de sobre una recta
en la geometrfa plana corriente. Por consiguiente, los nuevos sim-
bolos mo estdn ordenados linealmente y no consideraremos sus
relaciones de orden.

Los nuevos simbolos que vamos a presentar son indispensables
para resolver las ecuaciones algebraicas. Nuestro estudio anterior
sobre los niimeros algebraicos finitos puede considerarse desde otro
punto de vista, z saber: encontrar numeros que correspondan a
todas las rafces reales de una ecnacién polinomia, es decir, nimeros
para designar los puntos en los cuales una curva polindmica corta
el eje x en el plano real, Si a, b, ¢ son enteros positivos arbitrarios,
se necesitan los niimeros racionales positivos para resolver todas las
ecuactones de la forma ax = b; a menudo se necesitan numeros
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negativos para resolver ecuaciones de la forma x 4 ¢ = b, y nu-
meros reales (racionales y algunos irracionales) para resolver ecua-
ciones de la forma ax? 4 bx 4 ¢ = 0 donde &* — 4ac = 0. Todos
los ceros de un polinomio f(x) que aparecen como intersecciones
geométricas corrientes del gréafico dé y = f(x) con el eje real x
son, por supuesto, numeros reales. Sin embargo, algebraicamente
conviene que la ecuacidn de segundo grado x* - 2ax + b = 0,
tenga dos rafces, sea que la curva y = x* 4 Z2ax - b corte el eje
x 0 no en la geometrfa plana de Euclides, es decir, para valores
reales cualesquiera de a y b. En consecuencia, ampliaremos una vez
mds nuestro sistema de numeros para incluir un nuevo tipo de
nimero,

Consideraremos ahora, pares ordenados de ntimeros reales (a, b)
donde

(i) (@,b) = (c,d)siysOlosia=cyb=d;

@) (@8) + (cd) = (a+ b+ dj
(iti) (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad -+ bc).

Como en el caso de otros simbolos nuevos, consideraremos una
correspondencia entre un subconjunto (a,0) de los nuevos simbolos
y el conjunto de los nimeros reales a. También, como antes, las
definiciones anteriores pueden usarse para demostrar que esta co-
rrespondencia es un isomorfismo (Ejercicio 1). Ndtese que en este
caso el isomorfismo no se denomina isomorfismo de orden.

Los nuevos simbolos (a, b) se definen como nimeros, numeros
complefjos, para nimeros reales cualesquiera a, b. El nimero a se
llama la parte real del niimero complejo (a, b) ; b se llama la parie
imaginaria. Se dice que el nimero complejo (a,b) es imaginario
si b £ 0, y que es imaginario puro si b =% 0 y a = 0. Segun el iso-
morfismo anterior el conjunto de los mimeros complejos (a, b)
comprende al conjunto de los niimeros reales (b — () y al conjun-
to de los nmimeros imaginarios (& 4 0). En vista de que los ni-
meros complejos no estdn ordenados linealmente en cuanto a
magnitud, la clasificacién de niimeros en positivos, cero y negativos
se usa sélo para los mimeros reales. De modo que los niimeros
negativos y positivos se refieren siempre a los nimeros reales nega-
tivos y a los nimeros reales positivos,

Ahora podremos demostrar que las rafces de x* 4 1 = 0 son
) 64 (
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(6,1) y (0, —1). Tenemos, en realidad (0,12 =(0,1) - (0,1} =
©—1 04 0 =(—1,0=—1y (0, —1F = —1) - (0 —1)=
©0-—~1, 04 0) = (—1,0) — —1. La manipulacién mecénica de los
ndmeros complejos se simplifica grandemente escribiendo (0, 1) =
i. Entonces (a4, b) = (4,0} 4+ (0, b) = (a,0) -}- (b,0) - (01 = a
+- bi, y podemos considerar que a, b, i son niimeros sujetos a la con-
dicién que ## — — 1 todas las veces que aparezca . Por consi-
guiente,

@ 8)° = (2 + 3if 8 L 86i 1 Bdit 4 27i8
8 4+ 86i — 54 — 27

46 4 9 = (—46,9).

La palabra complejo denota que los nuévos nimeros no son
nmimeros simples, como se tenia entendido en el pasado, sino que
cada uno es un par ordenado de numeros tales que satisfacen las
condiciones (i) y (i) anteriores. Es incorrecto emplear la palabra
imaginario como opuesto a real. Excepto en el sentido técnico sobre
el que estdn de acuerdo los matemdticos, las dos clases de niimeros
son igualmente reales,

Se puede considerar que los niimeros negativos resultan de la
rotacidn del eje positivo x en torno al origen en 180° Si esta
rotacién se efectia dos veces, se obtiene la identidad — (—a) = 4.
En este sentido, la multiplicacién por —1 y la rotacién en 180°
son equivalentes (Fig. 1-2).

N

~5T2 -1 0 I 2 3

Fic. 1-2

De manera andloga, la multiplicacién por ¢ es equivalente a una
rotacidn de 90° Si la multiplicacién o la rotacién se aplica dos
veces, se obtiene el niinero negativo y si se aplica cuatro veces, se
obtiene el numero original (Fig. 1-3),
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S

~3i}
F1c. 1-3

Un plano tal como el de la Fig. 1-3 con un eje de numeros reales

y un eje de los niimeros imaginarios suele denominarse un plano

complejo. Cada nimero complejo a 4+ bi = (a, b) puede asociarse

con un punto vinico en el plano complejo con la coordenada «

sobre el eje real y b sobre el eje imaginario (Cap. 1-16).

Los niimeros complejos @ 4+ bi y a — bi son cada uno el conju-
gado del otro. La norma n{z) de un nimero complejo z es ¢l pro-
ducto del niimero por su conjugado. Por eso siz = a - bi, n(2) =
nia 4 bi) = (a 4 bi) (8 — bi) = a* 4 b*, que para z 54 0, es
siempre positivo,

El valor absoluto' 0 mddulo de z = a 4 bi es la raiz cuadrada
no negativa de la norma |z = \/a* 4 b*. De manera que el valor
absoluto de un mimero complejo es siempre un nimero real.

Cuando buscamos el cuociente de dos nitimeros complejos
(a, &) =+ (¢, d), en realidad buscamos un numero (P, q) tal que

(ﬂ, b) e (C, d) ; (p! g)

Tenemos
(aj b) = (CIO - dl‘;’, cq G dp):
q =cp— dq, .
b=dp+eq,
de donde
o e+ bd _bc—ad

d¥a 1T era
si ¢2 4 d? 54 0. Por consiguiente, de la unicidad de la suma, de la
diferencia, del producto y del cuociente de los nimeros reales, obte-
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1= 85 Los nlineros complejos
nemos nimeros reales unicos p y g toda vez que ¢ - d* =£ 0, es
decir, siempre que (¢, d) £ 0. Esto completa la demostracién del
teoréma siguiente:

TEOREMA 1-1. En el sistema de nimeros complejos, la divisidn
cs siempre posible y es unica, con excepeidn de la division por
cero,

En la prdctica, existe la costumbre de indicar la division de
% = a - bi por zy = ¢ + di por medio del cuociente z,(z, ==
(@ 4 bi) /{c 4 di). Este cuociente sc expresa entonces 'como un
ntimero complejo multiplicando su numerador y su denominador
por el conjugado de zs, es decir,

at+bi_(atbi)(c—di) actbd bc—ad‘.
ctdi (crdic—di) CF&E  e+a

En el Cap. 1- 16 se estudian otras representaciones de z,/z,. En esa
oportunidad trataremos también las relaciones entre los valores
absolutos y los médulos de 2z, y z,. En particular, necesitaremos
demostrar que el valor absoluto de un producto de nimeros com-
plejos es igual al producto de los valores absolutos de sus factores.
Este hecho es una consecuencia del Teorema i-2, que formulare-
wos y demostrarcmos en seguida,

TEOREMA 1-2. La norma de un producto es igual al produc-
to de las normas de sus factores.

Sea z, = a + bi, zp = ¢ -}~ di, entonces n(z;) =— a* 4 b2, n(z)
= ¢t - d, 22 = a¢ — bd + (ad 4+ bc), y ademds

n(zze) = (ac — bd)? + (ad + be)?
= a°%* + b*d? = 2abed + o’d? + b% -+ 2abed
= (a* + b%)(c* + d%)
= n(z) - n{z).
Esto demuestra el teorema para el producto de dos factores. Dado

que €l producto de dos niimeros complejos es también un nimero
complejo, 1a demostracién puede repetirse con z, =—wwy, 2, = Wy
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para demostrar ¢l teorema para tres factores, y en general con z,
= W;Wy...Way ¥ %4 = W, para demostrar el teorema para cualquier
numero finito de factores por induccién matematica (Cap. 1-4).
En el caso de la suma de los nimeros complejos podemos de-
mostrar

TEOREMA 1-3. El walor absoluto de una suma de numeros
complejos es menor que o igual a la suma de los valores abso-
lutos.

Supongamos |z, + z,| > 2] + |ze| donde z, = @ 4 bi, 2y, = ¢
- di. Entonces

Vie+ i+ @ +dpE > Val+ b+ VE+
de donde

(@+ )i+ (B+d?!>al+ 0+ 2V(@+PNE+ &)+ + &,
A+ + b2+ di 4 2ac 4+ 20d > P+ P+ E+ &+ 2V (@ + b)) (P + &),
ac+bd > V(@ + W) + &Y,
atc? - b*d® + 2abed > a*c® + VAP + o + b,
0 > b%* — 2abed + a*d?,
0 > (be ~ ad)™.

Pero esto es imposible, dado que el miembro de la derecha es el
cuadrado de un numero real y por lo tanto no negativo. De esta
manera la suposicién de que el teorema es falso ha conducido a
una contradiccidn, y hemos hecho una demostracién indirecta
(Cap. 1-10) del teorema para la suma de dos mimeros comple-
jos. Esta demostracién puede ampliarse por induccién matems-
tica y aplicarse a cualquier suma finita de la misma manera que
se amplié la demostracién anterior referente a los productos.

EJERCICIOS

I. Demostrar que Ja correspondencia de (a, 0% respecto de a es un isomor-
fismo.

2. Valiéndose de conocimientos adquiridos previamente, proponer una ecua-
cién de scgundo grado con coeficientes reales que tenga sus rafces en el conjunto
de (a) los niimeros enteros, (b) los nimeros racionales, (¢) de los nitimeros
reales irracionales, (d) de fos mimeros imaginarios, (¢) los nimeros imaginarios
puros.
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3. Demaostrar que los niimeros complejos forman un sistema de niimeros.
4. Expresar en la forma a J bi:

2+ V=3 1
2-v13 3+ 4

5. Determinar el médulo de cada uno de los niimexos complejos dados en el
Ejercicio 4.

6. Demostrar que si un numero complejo es igual a su conjugado, el nd-
mero es real.

V=16, 5 =§ 1+v=3

7. Demostrar gue si el producto de dos ntimeros complejos ¢s cero, entonces
or lo menos uno de los nameros es cero.
P

I-16 PROPIEDADES DE LOS NUME-
ROS COMPLE JOS. Las relaciones entre el dlgebra y
la geometria son importantes especialmente para aquellas perso-
nas que intentan aprender los conceptos fundamentales de mate-
maéticas. Hemos visto en el (Cap. 1-12) que todos los numeros rea-
les pueden representarse como puntos sobre una recta e inversa-
mente, todos los puntos de una recta en la geometria de Euclides
pueden representarse por nimeros reales. En esta seccién del Cap.
1 consideraremos dos representaciones de numeros complejos en
un plano euclidiano. En seguida, de estas representaciones grafi-
cas deduciremos representaciones trigonométricas y exponenciales
para los nimeros complejos.

Dado un sistema ortogonal de coordenadas cartesianas de ori-
gen 0y ejes Ox y Oy, tomamos a 0x como el eje de los nimeros
reales y a Oy como el eje de los nameros imaginarios. El niimero
complejo z = a 4 bi puede representarse ya sea por el punto P:
{a, b) o bien, si z & 0 por el segmento de recta orientado, vector,
OP (Fig. 1-4).

Un vector tiene longitud y direccién.

La longitud r de OP estd dada por el

valor absolutc de z; su direccién estd

dada por el dngulo § formado por el
eje positivo x y OP, Para cada z, el nt-
mero no negativo r = \/a* - b3 est4
x determinado univocamente, pero § —
arc tg bfa, la amplitud o argumenio
Fic 1-4 de z, puede determinarse sélo dentro
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de un multiplo de 2r. El nimero complejo z = a 4 bi y el punto
P:a, b) estin univocamente determinados ya sea por el par de
numeros reales (z, b}, esto es, las coordenadas ortogonales o car-
tesianas del punto P, o por el par de nimeros reales (r, 8), esto
es, lag coordenadas polares del punto P. Empleando Funciones tri-
gonométricas, @ — rcos 6, b == rsen 0, y z = 7 (cosf -- ¢ sen.
También puede expresarse cualquier nimero complejo z mediante
notacidn exponencial.

Para ntimeros reales 4, & el simbolo &' puede definirse como
un numero real tnico (Ejercicio 13, Cap. 1-12) sia =0y b >
0; sia > 0v b es cualquier nimero real; y cuando a < 0y b =
r/s donde los enteros 7, s no tienen factores comunes y s ¢s impar.
El valor vinico del simbolo «* se basa en el hecho de que para los
vajores racionales de b = /s, en que r, 5 son enteros sin factores
comunes, la ccuacidn x* = @' tiene una solucion positiva tnica en
el conjunto de los niimeros reales cuando a” > 0; y tiene una so-
lucién real vinica en todos los otros casos tales que e’ esté definido.
Ya que la ecuacidn x* = ¢ tiene s soluciones en el sistema de na-
meros complejos, el simbolo a™ puede asociarse con cualquiera
de los niimeros complejos 5. De aqui que, en nuestra definicién
de @’ en el sistema de niimeros complejos, serd necesario a veces
designar un elemento particular de un subconjunto de los niime-
ros complejos, como el valor principal de un simbolo dado «’

La representacién exponencial z — 7¢*, donde ¢ es la base de
los logariimos naturales, puede deducirse de la representacidn
trigonométrica z == ¥ (cos 6 -+ 7 sen §) por medio de series infinitas.
Los lectores que no recuerden las siguientes series infinitas de sus
estudios anteriores de matemditicas, pueden revisar el desarrollo
de estas series en el Cap. 111- 15 0 aceptar la representacién z =—
re'’ como una suposicién mas.

La serie infinita

T2

Iz

4
+%-i----

puede usarse para definir ¢ para cualquier niimero complejo x
(Cap. 11-15). Obtenemos entonces

2 | xt i
2 3141 51
1700
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substituyendo ix por x. Una comparacién de esta serie con las dos
series siguientes

z o -

EoLE = | =yl g s,
sen X T 2 _ 4
RECRTEL g

indica que ¢ = cos x 4 7 sen x. De esta manera, tenemos tres repre-
sentaciones para un numero complejo, z = a + bi == r (cos 0 +
: sen § = re*. Las condiciones para la igualdad de dos ndmeros
complejos z,, z; son a; = a,, b, = b,, cuando los niimeros estin
expresados en la primera forma. Cuando se emplean las otras dos
formas las condiciones son r; = r;, 0; = 0; - 2k x para algtn en-
tero k. En general, encontraremos m4s 1itil la primera forma cuan-
do estudiemos sumas de niimeros complejos, y una de las otras for-
mas cuando tratemos los productos o potencias.

La suma de z; = @ - bi y 2z, = ¢ -}~ di se ha definido (Cap.
15) como z, 4 z = & + ¢ 4- (b 4 d)i. Para encontrar geome-
tricamente la suma de dos ntGmeros complejos z,, z, Tepresentados
por P, y P,, respectivamente, se construye el paralelogramo que

) y

s P,
P, :
Py

P, . :
5 i — ; . ¥
Fic. 1-b Fic. 16

tiene OP, y OP,; como lados (Fig. 1-5). La diagonal OS del para-
lelogramo es el vector que representa z, 4 z,. La diferendia z; — z;
puede construirse como un lado OD de un paralelogramo con dia-
gonal OP, y un lado OP, (Fig. 1-6).

El producto z.z; se define como z,z, = ac — bd 4 (ed bejt,
pero se interpreta con mas {ucilidad en la forma z,2, = rye*** - r%e**
= ryree'®* %2 La férmula 2.z, = 7,75 [cos (8y -} 02) -+ ¢ sen (8 4
8.)] puede verificarse trigonométricamente. Luego, mediante la in-
duccién matemética como en el Teerema 1-2, se tiene (Ejercicio 8}.
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TEOREMA 4. El wvalor absoluto del producto de dos o mds nii-
meros complejos es el producto de sus valores absolutos; el ar-
gumento del producio es la suma de sus argumentos.

P 1 Py 1 Fr
P2 ; P,
)
o] A < 0] a4 =
Fic. 1-7 FiG. 1-8

Para encontrar geométricamente el producto z.z, representado
por PP, constriyase el triangulo OP,P semejante al tridngulo
0A4P,donde O = (0,0) y 4 = (1,0) (Fig. 1-7). Entonces P es el
punto que representa z; - z,. En esta construccién los dos tridngu-
los OA4P; y OP,P deben estar orientados de manera andloga. Por
ejemplo, si el interior del tridngulo OAP, estd a la izquierda al
recorrer el perimetro del fridngulo desde O hacia 4, hacia P,, hacia
O, también el interior del tridngulo OP,P debe encontrarse a la iz-
quierda al recorrer su perimetro en el sentido OP,P. Los triangulos
OAP, yOP,P se encuentran orientados en forma aniloga en la Fig,
1-7; los tridngulos OAP: y OP,Q estin orientados inversamente en
la Fig. 1-8,

La construcciéon geométrica correspondiente a un cuociente 2z,/z,
se¢ obtiene construyendo los triangulos OP,Q y OP,4 orientados en
el mismo sentido (Fig. 1-8). Por medio de 2,/2, = (7y/r )2V
se obtiene el teorema correspondiente al Teorema 1-4: el valor abso-
luto del cuociente de dos numeros complejos es el cuociente de
sus valores absolutos; el argumento del c¢uociente es igual al argu-
mento del dividendo menos el argumento del divisor.

Como en el caso de los mimeros reales, las operaciones inversas
de sustraccién y divisién pueden evitarse calculando los nimeros
inversos —z y 1/z, respectivamente. Si z = a 4 bi, entonces —z =
—a — bi = r {cos (n ~}- §) - isen (x4 6)] = re‘™ ¥, de acuerdo
con el Teorema 114 y con — 1 = cos it - ¢ sen . También si r ==
0, 1/z == 1/r [cos (-8) < i sen (-§)] = 1/r (cos § — i sen @), apli-
cando el enunciado correspondiente para los cuocientes y también
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1= 16 Propiedades de los nimercs complejos
1 =1 (cos 0 4 ¢ sen 0).

Ya se ha examinado la suma, la diferencia, el producto y el cuo-
ciente de dos nimeros complejos. Con la excepcién de las relacio-
nes de orden, todas las reglas anteriores se satisfacen en el sistema
de nimeros complejos. No hay ninguna definicién satisfactoria de
la magnitud o medida de un nimero complejo que pueda usarse
para ordenar linealmente el conjunto de todos los niimeros com-
plejos. En efecto, hemos visto que los niimeros complejos corres-
ponden a los puntos de un plano en vez de a una linea recta. Por
consiguiente, no cabria esperar que las relaciones de orden estu-
diadas anteriormente para los nameros reales se cumplieran para
Tos niimeros complejos. Los nimeros complejos son densos y con-
tinuos, siempre que las definiciones de estos términos se formulen
para cenjuntos no lineales.

La importancia fundamental de los nimeros complejos reside
en el hecho de que ellos permiten calcular dos raices para cualquie-
ra ecuacién de segundo grado x2 <= 2ex 4 b = 0, con coeficientes
reales sin restriccion respecto del signo de a2 — b. En electo, las n
raices de cualquier ecuacién polinomia de grado n (Cap. mrl vy
Teorema 1v-2) con coeficientes complejos pueden expresarse como
nimeros complejos (Cap. 1-18). Esta propiedad se explica diciendo
que el sistema de los nimeros complejos es cerrado algebraicamente
(ver Bibliografia N© 7, pdg. 393) . Las raices de las ecuaciones w? —
z,w = 27y, en general, w" = z, w = 2" para cualquier entero positi-
vo n y para cualquier mimero complejo dado z han sido de particu-
lar interés para los matemdticos y se estudiardn en et Cap. 1-17.

EJERCICIOS

1. Expresar cada uno de los siguicntes nimeros complejos en la forma
r{cos g 4 { sen §):

a) 144 ¢ 15, €) 8 4 Bin/3,

by 2 — 2i, d) 7, fy —3.

2. Expresar cada uno de los nimeros complejos del Ejercicio | en Ia

forma re'*.
3. Sumar grificamente los siguicntes pares de muneros:

@ 3~i, 543, (&) VB — V=T, 8- VTT,
o) 3+ V=5, 4 @ 2 +2v=3, X +2"‘/§.
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Meseree / Coneceptos fundamentales de algebra

4, Muldplicar grificainente los pares de niuneros del Ejerciciv 3 y comprobar
las respuestas algebraicamente,

5. Sustraer grificamente el primer niimero Jél segundo en cada ftem del
Ejetcicio 3 y comprobar kas respuestas algebraicamente.

6. Ddividir grificamente el primer mimere por ¢l scgundo en cada item dei
Ejercicio 3 ¥ comprobar las respuestas algebraicamente.

-

7. Establecer las condiciones necesarias para que sean wilidas las siguientes
igualdades:

(8) {21 4 2| = [af + |2,
(b} o — 21 = |ai| = Jzdl.

&  Demostrar €] Teorema 1-4.

1-17 TEOREMA DE DE MOIVRE. Da
do cualquier namero complejo z = 1¢* y cualquier entero posi-
tivo n, se ha establecido que z* representa el producto de n factores
z. Luego, de acuerdo con el Teorema 14, se tiene z" — "¢, De
manera aniloga, para cnalquier nimero complejo dado z — 7e* y
cualquier entero positivo n, las n rafces complejas de la ecuacién
w" = z pueden expresarse en la forma:

Zlin = (,.e.‘e)un = yplingldtkrii/n

puak =0,1,2 .., 7 - 1, teniendo en cuenta que 8 estd deteymi-
nado séle para valores dentro de los limites de un multiplo de 2x.
Los valores £ = n,n-+1, .., no se usan, dado que el seno y el coseno
(6 -+ 2km)/n tienen valoyes ignales para k = ny k = 0, para k =
n41y k = I, ... Sin embargo, en ambos casos 2" y 2", los resul-
tados se obtienen y s¢ recuerdan mis ficilmente por medio de las
reglas corrientes para los exponentes.

El simboloe 2" ticne un valor tinico para cualquier entero positive
n. El simbolo 2 puede tomar cualquiera de los valores de n en el
sistemra de nimeros complejos. Si z es un numero real, los. valores
posibles de! simbole z#* incluyen el valor real representado por
z en el conjunto de los nimeros reales. Este valor se llama el
valor principal (Cap. -16) de z'" en ¢l conjunto de los numeros
complejos. Puede obtenerse haciendo 2 = 0 cuando z es positivo,
y haciendo % == (n — 1)/2 cuando z es negativo y n es impar. Cuan-
do z es negativo ¥ n es par, el valor principal de 2** se obtiene ha-
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1=17 Teorema de De Mowvre
ciendo & = 0. No intentaremos designar valores principales para
z¥» cuando z es imaginativo.

Consideremos, por ejemplo, z = 2 4 2iv/Sconr = 1y 8 =
60% = 7,8, es decir, z — 4¢™3, Tenemaos entonces 22 = 1623 y
22 = QeEml2 donde k = 0,1. Usaremos, en seguida, la re-
lacion ¢** == cos x + i sen x (Cap, 1-16) para expresar z2° y z}2 en
la forma a~}- bi. En particular, 22 = 16 (cos 23/3 4 7 sen 2Zn-8) ==
16 (cos 120° + i sen 120%) = —8 4 8i\/3. Pz b = 0, 2! = 2
(cos 1.6 4+ isen x/6) = \/3 4 i; para k = |, 2% = 2 {cos Tn/6
+ i sen Tm/6) = — /3 — i Si hacemos & = 2, entonees 242 = 2
(cos 13x/6 4 £ sen 18x/6) — 2 (cos n/6 + i sen wf6), y obtendre-
mos el mismo valor de 21”2 que para k — 0. El teorema siguiente
enuncia en forma general estos resultades.

TEOREMA F-5. TEOREMA DE DE MOIVRE. Si 1 €5 1un ¢nicro positivo
cnalquiera y z == v (cos § 4 1 sen §), entonces,

2 = {r{cos 8 + ¢ sen )" = r"(cos n@ + 1 sen nf) — 1’
2" = y™cos [(§ - 2kx) in] 4 1 sen [{6 4 Zkm) /n]l.
S et T =0, T2 v W e s

Este teorema se aplica a cualquier nimero complejo z = re® y
a enteros positivos n para expresar ¢l nimero complejo tinico 2
y las n raices complejas de la ecuacion w" = z. Cada una de cstas
n rafces tiene e} valor absoluto ##™, es decir, cada unu estd repre-
sentada por un punto en un circulo de radio 1™ con centro en el
origen. Estos puntos estén situados a iguales distancias sobre el
circulo, ya que, cuando se calculan en el orden de los valores co-
rrespondientes de %, sus amplitudes difieren en mnluplos conse-
cutivos de 2z/n. En cl ejemplo anterior de z = 2 + 20\/3, las dos
rafces de w? = z tenfan amplitudes de x/6 y 1.6 4 2nf2 — Txn/b,
respectivamente, y ambas tenian el valor absoluto 2. En géneral
se tiene,

TEOREMA 1-6. Cualquier nimero complejo z = v (cos 0 + t sen 8}

no igual a cevo tiene exaclamente n raices complejns distintas de

orden n que pueden representarse por n puntos sitnados a dis-
tancias iguales sobre un circulo de radio v17.

En particular, para z = 1, las raices cubicas de la unidad sa-
tisfacen,

L



Meserve / Conceptos fundamentales de Slgebra
wd==1=1 (cos 0 4 ¢ sen 0)
Y. por lo tanto, pu’ede exXpresarse Como,
w == 113 [cos (0 + 2kx)/8 - i sen (0 + 2km)/3]
para k = 0, 1, 2 o como,

wy = 1(cos 0 4 ¢ sen 0) = 1,

wy = 1(cos 1200 4+ i sen 1209 = — } + i\/3/2,
wy = 1(cos 2400 4 i sen 240°0) = — } — i\/3/2.

Los puntos que representan w,, w,;, w; son los vértices de un
tridngulo equildtero inscrito en un circulo de radio igual a la
unidad con el origen por centro y que tiene un vértice en (1,0)
sobre el eje positivo x. En general, las n-ésimas raices de la uni-
dad estdn representadas por los vértices de un poligono regular
de n lados inscrito en el circulo de radio unidad, con un vértice
en (L,0) sobre el eje positivo x.

Considerado desde un punto de vista ligeramente diferente,
las n-ésimas raices de Ia unidad forman un grupo (Cap. 1-14) de
n elementos. Se lama un grupo ciclico, ya que todo elemento del
grupo puede expresarse en funcién de un solo clemento, En el
ejemplo anterior, w? = 1, las tres raices pudieron expresarse como
Wy, Wy*, Wy, 0 cOMO w,, why, w!y. Una rafz n-ésima de la unidad, es
una raiz n-dsima primitiva de la unidad si n ¢s ¢l entero positivo
menor m tal que s™ == 1, es decir, segin la terminologfa de la teoria
de grupos, las rafces n-ésimas primitivas son aquéllas de orden n.

Segun el Teorema de De Moivre, las raices n-ésimas de la unidad
que se obtienen de z* == cos 0 4~ i sen 0 == 1 son cos 2kx/n -} i sen
2knjnsiendo k == 0, 1, 2, ..., n — 1. En particular, para k = 1 la
raiz w = cos 2x/n - ¢ sen 2n/n es una raiz n-ésima primitiva, dado
que w' = cos 2ix/n -+ ¢ sen 2ix/n puede igualarse a la unidad si y
s6lo si £ es un multiplo de », es decir, si n es la potencia positiva
menor de w que es igual a la unidad. Por consiguiente, existe por
lo menos una rafz n-ésima primitiva de la unidad para cualquier
entero positivo n. Procederemos ahora a encontrar todas las raices
n-ésimas (no necesariamente primitivas) a partir de una sola raiz
n-ésima primitiva de la unidad.

Dada cualquiera rafz n-ésima primitiva de la unidad s y cual-
quier entero t, se tiene (s')" = (s")* = 1' == 1, de donde cualquier
potencia entera positiva de una rafz n-ésima primitiva es también
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1-17 Teorema de De Moivre

una rafiz n-¢sima de la unidad. También, si ' = s*, podemos supo-
ner que u = ! y escribir s'* == 1. Pero n es la potencia menor de s
que es igual a la unidad, puesto que s es una rafz n-ésima primitiva.
De aqui que, o bien ¢ == u 0 { — u es un multiplo den (Cap. 11-2
y Teorema n-8), es decir, s' = s* si y sélo si ¢t == u 4 kn para
algiin entero k. En consecuencia, hemos demostrado que los nu-
meros s, 5%, 5%, ..., 5" == 1 son raices n-ésimas distintas de la unidad.
Conforme a la suposicion (Teorema 1v-2) de que la ecuacién
polinomia 2" — 1 = 0 tiene n raices, se tiene el

TEOREMA I-7.  §i ¢s es una raiz n-ésima primitiva de la unidad,
todas las raices n-ésimas de la unidad estdn dadas por la su-

ceston
5,50, 8%, (L, = ]

Mis adelante encontraremos (Teorema 1-17) que las rafces
n-ésimas primitivas de la unidad son precisamente los mimeros s'
en donde ¢ y n son primos entre si y s es cualquiera raiz n-ésima
primitiva de Ia unidad. i

El estudio de los grupos es de considerable importancia en las
teorfas matematicas. Los examinaremos mds adelante a medida que
estudiemos unos cuantos conceptos abstractos mas en el Cap. 1- 18
Hasta aquf hemos considerado las propiedades de los enteros posi-
tivos (Cap. 1-4) y a partir de éstos hemos desarrollado los sistemas
de los niimeros racionales, reales y complejos y hemos examinado
las aplicaciones y las ventajas de cada sistema. Aceptando algunas
igualdades tales como @ -}- 0 - i == a y a/] == a, podemos considerar
que el sistema de nimeros complejos es “nuestro sistema de name-
ros” y que los otros conjuntos de nimeros son subconjuntos de él.
El cuadro siguiente sefiala algunas de estas subdivisiones del sistema
de numeros complejos y las condiciones que se establecen en cada
caso para los nmimeros reales a, b, en la expresién a 4 bi del nime-
ro complejo general.

Niimeros complejos (a - bi)
l

| ]
Reales (b = 0) Imaginarios (b 5< 0)
| | I |
Racionales Irracionales Puros (e = 0) Mixtos (a =4 0)
i
| i
Enteros Fracciones

P17
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Los nimeros reales pueden también clasificarse en positivos, cero
o negativos; y los numeros complejos en algebraicos o trascen-
dentes.

El sistema de numeros complejos puede considerarse de este
modo como la base de nuestro estudio sobre los conceptos funda-
mentales del dlgebra. El proximo capitulo, la teoria elemental de
los nameros, se ocupa de algunas propiedades especiales de los
nimeros enteros. En particular, se considerarin propiedades sufi-
cientes para demostrar que todos los decimales peri6dicos represen-
tan ntneros racionales y a la inversa (Cap. 11- 7). Los polinomios
tienen muchas propiedades andlogas a aquéllas de los enteros y en
el Capitulo 111 se hace un estudio paralelo de la teoria de los poli-
nomios antes de tratar la teorfu de las ecuaciones polinomias en
el Capitulo 1v,

EJERCICIOS

L. Sin emplear el Teorema de De Moivre, encontrar las rafces cuadradas de
11 — 80i, 54 12§, —i, 24 4- 70i, —dab 4 (2% — 2a%)4,

{Indicacién: suponer que V7 = & 4 fy, v determinar x e ¥).

2. Encontrar z mediante el Teorema de De Moivre en log siguientes casos:
A= 162 s T = 2 = 8L 2 = 4+4\/—:3.

3. Desarrollar (cos ¢ + i sen §)* mediante el Teorema de De Moivre, Desa-
rrollarlo también por medio del teorema del binomio y obtener de este modo
férmulas para cos 8¢ y sen 3¢.

4, Demostrar que los nimeros 1, -1, {, —i forman un grupo (Cap, 1-14) res-
pecto de 1a multiplicacién.

5. Encontrar las cinco raices de la unidad y representarlas graficamente.

6. Encontrar todos los valores de \ﬁ/ﬁ_}ﬁy de -\3/;_3( representarlos grafi-
camente.

4. Desarrollar valiéndose del Teorema de De Moivre:
(23 — 20 [4 {cos 150° 4 i sen 150°) ]‘

8. Encontrar las tres rafces ctibicas de 27, —i, 1 - i

9. Si w, w' son las raices cubicas complejas conjugadas de la unidad, demos-
trar qllt
vt =0 =uwiw. wesl

10. Indicar las raices de la ecuacion 2 — 1 = 0.

11. Hacer un cuadro sefialando cudles de los catorce conjuntos de nimeros
{(complejos, imaginarios, imaginarios puros, imaginarios mixtos, reales, racionales,
irracionales, enteros, fraccionarios, positivos, cero, negativos, algebraicos, trascen-
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dentes) mencionados anteriormente son cerrados (Cap. 1-2) respecto a (2) la
adicién; (L) a la sustraccién; {c) la multiplicacién; (d) la divisién.

12. Hacer un cuadro como en el Ejercicio 11, sefialando cudles de los calorce
conjuntos de niimeros son (2) grupos respecto a la adicién; (b) grupos respecto
a la multiplicacién, después de excluir el cero de aquellos conjuntos que contie-
nen ¢l cero; (c) campos (es decir, sistemas de ndmeros conmutativos) .

13. Demostrar que las rafces n-ésimas de la unidad forman un grupe ciclico
para cualquier entero positivo. 1.

1-18% CAMPOS Y SISTEMAS DE NUME -
R OS§. La analogia a que nos referimos anteriormente entre las
propiedades de los polinomios y las de los ntimeros enteros se debe
a que ambos conjuntos forman anillos (se definirdn en breve). En
la presente seccidén estudiareinos unos cuantos conceptos fundamen-
tales pero algo abstractos relacionados con nuestro sistema de mi-
meros. Los conceptos de grupo, campo y sistema de ntimeros se han
definido en el Cap. t-14. En esa seccién (Cap. 1-14) se mostrd
también que el conjunto de los ntimeros racionales forma el campo
menor (sistema de nlimeros conmutativos) que contiene a los ente-
ros positivos. En la presente seccién consideraremos un estudio de
los niimeros complejos por adjuncidén (se definira luego) de name-
ros a los conjuntos de los niimeros racionales y reales. Observaremos
también que el conjunto de los mimeros complejos forma un cam-
po en el cual toda ecuacién polinomia de una incégnita con coefi-
cientes pertenecientes al sistema de numeros complejos puede
factorizarse en factores lineales.

Empezaremos con los enteros positivos o nimeros naturales. Con
el objeto de formar un grupo respecto de la adicién debemos incluir
los enteros negativos y cero. El conjunto de todos los enteros forma
un anillo. En general, un conjunto de elementos para los cuales la
adicién y la multiplicacién estdn definidas univocamente, forma
un anillo si los elementos del conjunto

(i) forman un grupo conmutativo respecto de Ia adicion:
{(i1) son cerrados con respecto a la multiplicacién;
(iii) satisfacen la ley asociativa de la multiplicacién, y
(iv) satisfacen la ley distributiva de la multiplicacién con res-
pecto a la adicion (Cap. 1-14).

El conjunto de los niimeros enteros pares satisface la definicidon
anterior y forma un anillo. Por consiguiente, existen anillos de
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mimeros que no contienen a la unidad, el elemento de identidad
para la multiplicacién.

Un campo puede definirse como un anillo en el cual

(i) hay un elemento de identidad, la unidad, con respecto a la
multiplicacién;

(ii) la multiplicacién es conmucativa, y

(iil) todos sus elementos, con excepcién de cero, tienen un inver-

so respecto de la multiplicacion.

Por consiguiente, cualquier conjunto de elementos (por ejemplo,
el conjunto de los nuimeros racionales, reales o complejos) que
forma un campo, forma también un anillo, pero no a la inversa.
Los nuimeros enteras forman un anillo, pero no forman un campo.
En general, los elementos de un anillo o de un campo no son nece-
sariamente numeros. Por ejemplo, el conjunto de todos los polino-
mios en la variable x con coeficientes enteros forma un anillo; el
conjunto de todas las funciones racionales en x con coeficientes
enteros forma un campo. Un amplio tratado de grupos, anillos, y
campos se puede consultar en las Bibliograffas N.os 7 y 52 y un
estudio muy ameno en el N? 34 de ia misma,

Fn el Cap. 1-8 ampliamos el conjunto de los enteros positivos
considerando cuocientes a/b donde a y b eran enteros positivos. En
general, podemos asociar con cualquier anillo los cuocientes a/b
donde a y b 54 0 sean elementos de un anillo y b no sea un divisor
cero {Cap. 1-14). Este conjunto de cuocientes forma un campo y
se denomina- el campo cuociente del anillo. Por consiguiente, el
campo cuociente del anillo de los enteros es el campo de los nime-
ros racionales, R.

El campo R puede ampliarse por adjuncion (tal como se describe
en la frase que sigue) de un elemento k que no pertenezca a R. El
campo ampliado se compone de todos los cuocientes (denominador
diferente de cero) de los polinomios en & con coeficientes pertene-
cientes a R. Si % es un elemento de R no se obtiene nada nuevo. El
conjunto de todos los polinomios en k con coeficientes pertenecien-
tes 2 R forma un anillo que se designa por R[X]. El conjunto de
todas las funciones racionales de & (cuocientes de polinomios en
que ¢l polinomic del denominador es diferente de 0) con coeficien-
tes pertenecientes a R forma un campo que se designa por R(k).
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1-18 Campos y sistemas de nimeros
El campo R(k) se llama una ampliacion algebraica del campo R si
k es una raiz de un polinomio f(x}), no idéntico a cero, con coefi-
cientes pertenecientes a R.
Por ejemiplo, el anillo R[\/2] comprende a todos los mimeros
de la forma a + b\/2, donde a y b pertenecen a R; el campo R(\/E)-
también comprende a todos los numeros a 4+ /2, ya que

c+dV2 _c+dV2 e—hV2
e+ hV2 e+ hV2 e— V2

para un valor adecuado de @ y b en R. En general, el anillo T[Z],
que se obtiene por adjuncién de un numero & que es algebraico
con respecto a T, en un campo T, es también un campo, es decir,
T[] = T(k) cuando % es algebraico con respecto a T. Empleando
una terminologia que no se ha definido en este capitulo pero que
es familiar a casi todo el mundo, podemos demostrar el enunciado
anterior de la manera siguiente: supongamos que f(k) = 0 y consi-
deremos g(k)/h(k) en donde f(x), g(x) y h(x) son polinomios, f(x)
es irreducible con respecto a T, y k{(k) s« 0. Luego, f(x) y h(x}
tienen como miximo factor comun a la unidad, de donde, segin
el Algoritmo de Euclides (Cap. mi-7) resultan polinomios p(x) y
g{x} tales que

=g+ 0V2

Pf(x) + qx)h(x) = L.
Dado que f(k) = 0, tenemos g{k)h(k) = 1, de donde

e BPCRC

es un polinomio en k, es decir, T[k] = T(k).

Finalmente, dado el anillo de los enteros con campo cuociente
R, buscamos un campo T tal que todo polinomio f(x) con coefi-
cientes pertenecientes a R, se factorice completamente en factores
lineales (cada uno con coeficientes pertenecientes a 7). Dado que
f(x) puede ser lineal, todo elemento de R es un elemento de 7. Por
consiguiente, T es un campo ampliado de R. Supongamos que tra-
tiramos de construir T por adjuncién de nimercs a R. Con el
objeto de factorizar x* — 2 se debe adjuntar V2 v se obtiene
R(x/9). Anilogamente, para cualquier nimero primo 2, 3, 5, 7,
11, 13, 17, ... se debe adjuntar \/p con el objeto de factorizar
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x* — p en factores lineales. En el Cap. n1-3 se demostrard que
existen infinitos mimeros primos. Por consiguiente, no bastard

ningtin numero finito de adjunciones a R de la forma ~/p, ni
aun para factorizar todas las expresiones cuadriticas de la forma

x¥ — p, vy por lo tanto, es necesario enfocar el problema de algin
otro modo.

Una manera de abordar este problema implica el concepto de
continuidad (Cap. 1-12), y por lo tanto se necesita para esto el
campo R* de los nimeros reales. El campo R* contine 1/ de to-
dos los numeros primos $ y por consiguiente es suficiente para fac
torizar polinomios de la forma x* — p. Ya que los nimeros reales
son infinitos no se puede esperar obtenmer B* por medio de un
nimero finito de ampliaciones algebraicas de R.

El campo de los nimeros complejos R* (i) constituye una am-
pliacién algebraica de R*, dado que : satisface la ecuacidon x? - 1
== 0. Sc puede demostrar también que el campo R* (i) no puede
ampliarse mds, algebraicamente, es decir, que todo polinomio de
grado positivo con coeficientes pertenecientes a R* (i) tiene todas
sus rafces en R* (7). Este resultado se demuestra frecuentemente en
dos etapas. Primero se demuestra el Teorema Fundamental del Al-
gebra (Teorema 1v- 3) : Todo polinomio #(x) de grado positivo con
coeficientes complejos tiene por lo menos un cero complejo. En se-
guida se demuestra el Teorema 1v-2: Todo pelinomio de grado m
> 0 con coeficientes complejos tiene precisamente m ceros comple-
jos (no necesariamente distintos) . Existen varias demostraciones del
Teorema Fundamental del Algebra, y todas implican conceptos
no algebraicos (ver Bibliograffa N¢ 7; pag. 114). Por este motivo,
se remite al lector a la (Bibliografia N¢ 7; pégs. 113-115) y a otros
textos andlogos en busca de una prueba intuitiva. En el Capitulo
1v adoptaremos ¢l Teorema 1v - 3 sin demostracién y lo aplicaremos
en la demostracién del Teorema 1v - 2. Se puede demostrar también
(Bibliografia N° 7; pdg. 393) que todo polinomio con coeficientes
algebraicos tiene todas sus raices en el conjunto de los nimeros
algebraicos (Cap. 1-10). En otras palabras, cualquier polinomio
con coeficientes algebraicos puede factorizarse en factores lineales
con coeficientes algebraicos. En la mayoria de los textos de 4lgebra
abstracta puede consultarse una explicacién més amplia de los
temas tratados en esta seccién.
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EJERCICIOS

L. Demostrar que €l conjunto de los mimeros de la forma 3n, donde n es un
cntero, forma un anillo.

2. :Forman los decimales exactos (Cap. +-10} un grupo respecto de la adi-
cidn? ;Un anillo?

3. Determinar cuiles de los conjuntos de numeros del Ejercicio 1, Cap. 1-14,
forman anitlos.

4. :Cuidles de los catorce conjuntos de mimeros del Ejercicio 11, Cap. r-17,
forman anillos? '

5. Demostrar que R[\/ﬁ = R{3).

6. Demostrar en forma intuitiva y por escrito que los numeros complejos
son cerrados algebraicamente.

7. Demostrar que R[\S/‘z—] =& (i/nﬁn).

8. Demostrar que R[\4/2_]' =R (\72)_.
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CAPITULO I1

Teoria de los nitmeros

Las propiedades de los enteros —positivos, negativos y cero— pue-
den aprovecharse para resolver varios tipos de problemas. Ellas son
también de una importancia considerable en las teorias matemdti-
cas. Por esta razén continuaremos nuestro estudio del sistema de
ntmeros y examinaremos algunas de las propiedades especiales del
conjunto de los nimeros enteros. Segun las definiciones y postu-
lados enunciados en el Capitulo 1, los enteros

(i) forman un grupo conmutativo con respecto a la adicién
(Cap. 1-14);

(iiy son cerrados con respecto a la multiplicacién (Cap. 1-5);

(iii) satisfacen la ley asociativa de la multiplicacién (Cap.
1-5), ¥

(iv) satisfacen Ja ley distributiva de la multiplicacién con res-
pecto a la adicion (Cap. 1-5).

Lstas cuatro propiedades son precisamente las condiciones nece-
sarias para que un conjunto de elementos forme un anillo (Cap.
t-18) .. En consecuencia, nos referiremos 2l conjunto de los niime-
ros enteros con el nombre de anillo de los enteros.

El anillo de los niimeros enteros tiene también otras tres propie-
dades (Cap. 1-5 y Cap. 1-14) que no son necesarias para todos
tos anillos:

(i) la multiplicacién es conmutativa;

(i) hay un elemento de identidad respecto de la multiplicacién,
que es la unidad en el anillo, y

(iii) no hay en el anillo divisores cero.
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Técnicamente, estas 1iltimas propiedades determinan que el ani-
llo de los numeros enteros constituya también un dominio de
integridad.

En este capitulo nos preocuparemos principalmente de las pro-
piedades del anillo de los enteros. Muchas de estas propiedades son
también propiedades de anillos mas generales y se estudiardn como
propiedades del anillo de los polinomios en el Capitulo nt.

II.1 DIVISIBILIDAD. En un campo tal como el
sistema de los nimeros racionales o el sistema de los nimeros reales,
todo elemento del campo distinto de cero es divisor de cualquier
otro elemento. En un anillo, tal como el anillo de los numeros
enteros, no s¢ puede suponer la divisibilidad de un elemento «
por un elemento & £ 0. Por definicién, un entero & es divisor
o factor de un entero a (se escribe b|a) si y sblo si a = be, en
donde ¢ es un entero. Por ejemplo, 2|6, 3|12 y 3 es divisor de 15,
pero 3 no es divisor de 8. El hecho de que si ¢ = 0 todo entero b >4
0 es divisor de cero, no debe conlundirse con el concepto de “divisor
cero” (Cap. 1-14) que se usa sdlo cuando & y ¢ son diferentes
de cero. Aplicando la delinicidon anterior, tenemos el teorema si-
guiente respecto de los enteros a, b, c.

TEOREMA 11-1. 8¢ ¢ e5 divisor de b y D es divisor de a, entonces
¢ es divisor de a. Si ¢ es divisor de a y c es divisor de b, entonces
¢ és divisor de a - b y también de a — b.

Un ejemplo de la primera parte del teorema seria 4{12, 12|36,
y por lo tanto 4/36. Asimismo, un ejemplo para la segunda parte
del teorema seria 4]12 y 4|32 y por lo tanto 4{44 en que 44 = 32
-+ 12, y también 4j20 en que 20 = 32 -- 12, Estas propiedades
pueden demostrarse para enteros arbitrarios a, b, ¢ que satisfagan
las condiciones del teorema.

En la primera parte del teorema se da la condicidon de que ¢ sea
divisor de b y de que & sea divisor de a; es decir, existen enteros ry s
tales que b = ¢r y a = bs. Luego, puesto que la multiplicacién
es asociativa, @ = (¢r)s = ¢(rs), de donde ¢ es factor de a. Segin
la tltima parte del teorema existen enteros p y ¢ tales que a = ¢p
y b = cq de donde, segun la ley distributiva de la muitiplicacién
con respecto a la adicién, a + b =p + g)ya — b = ¢p — ¢).
Esto completa la demostracién del teorema.
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Un numero ¢ se llama unidad si e es divisor de todos los elemen-
tos del conjunto. Las unidades en el anillo de los niimeros enteros
son 41 y —I1. Sin embargo, solamente 41 es la unidad, o sea, €l
elemento de identidad respecto de la multiplicacidn.

El ntimero entero 2 es un divisor comin de 12 y 30. Los enteros
-2, 8, —3, 6 y —6 son también divisores comunes de 12 y 30. Sin
embargo, 6 es el unico divisor comiin positivo de 12 y 30 que es
divisible por todos los otros divisores comunes. Por eso se llama a 6
el maximo comin divisor de 12 y 30. En general, enunciaremos las
siguientes deliniciones: Si ¢ ¢s divisor de a y ¢ es divisor de b, enton-
ces ¢ es un divisor comin de a vy de b. §i ¢ es un divisor comin
positivo de @ y b, y todo otro divisor comun d de a y b es divisor
de c, entonces ¢ ¢s el mdximo comin divisor (Mcp) deay b,y se
escribe ¢ = (&, b). Un entero cualquiera ec en donde ¢ = (e, b}
y ¢ es una unidad suele llamarse un mcp de a y . Hemos modifi-
cado la definicidén corriente y determinado explicit_amente al Mcp
positivo como el Mcp de modo que el Mcp esté univocamente defi-
nide y coincida con el significado que se acepta para el simbolo
(a, b). Luego, para cualquier conjunto finito de enteros a,, 4,

. «y @y qUE No sean todos cero, podemos definir un maximo comun
divisor positivo 1inico ¢ = (a,, 4;, ..., a,) que tenga la propiedad
que todos los divisores comunes del conjunto, sean divisores de ¢.
Toémese nota que ¢ es divisor de ¢ puesto que ¢ = ¢ + L.

Si ¢ =ha y ¢ = mb, entonces ¢ es un multiplo comin de a y b.
Si ¢ es un multiplo comtén positiva de @ y b y todo otro comin
multiplo d de a y b es multiplo de ¢, entonces ¢ es el minimum
comun multiplo de a y b, y se escribe ¢ = [a, b]. Del mismo modo,
para cualquier conjunto finito de enteros a;, a;, ..., @, que no
sean todos cero, se puede determinar un minimum conwin multiplo
positivo unico ¢ = [a,, a,, . -., &} que tenga la propiedad de que
todos los multiplos comunes del conjunto sean miiltiplos de c.

Se dice que dos enteros @ y b son primos enire s si todos sus
divisores comunes son iguales a la unidad, es decir, {a,b) — 1, Por
cjemplo, (3, 4) = 1; (6,17) = 1; (64, 81) = 1.

Consignamos las definiciones anteriores de términos tan familia-
res con el objeto de mantener nuestro pensamiento riguroso y
también para que sirvan de base para consideraciones posteriores.
En la secciébn que sigue de este capitulo examinaremos una pro-
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piedad, menos familiar pero muy fundamental de los nimeros
enteros.

EJERCICIOS

1. Demostrar gue si ¢|b, entonces ajbe en donde ¢ es un entero cualquiera.

2. Demostrar que si a|b, alc, y a|d, entonces a|(bx 4 ¢y — dz), en que ¥, y,
z s0n enteros cualesquiera,

3. Demostrar que si 0 <a <b, entonces b no es divisor de a,

4. Encontrar todos los enteros positivos N tales que todo entero positivo

n =< /N sea divisor de N.
5. Demostrar {a} que el conjunto de los numeres enteros pares forma un
anillo y (b) que cl conjunto de los enteros impares no forma un anillo. ;Forma

también, el conjunto de los enteros pares, un deminio dec intcgridad?
6. Un niomero “perfecto” suele definirse como aquél que es ignal a la suma

de sus divisores positives (excluidos €l mismo nfimero). Encontrar los primeros
dos de estos numeros.

7. Demostrar que la suma de los cnadrados de dos enteros impares no puede
ser el cuadradoe de un entero. .

8. Hacer los Ejercicios 1 a 4 del Capitulo -18.

9. Determinar cuiles de los conjuntos de numeros del Ejercicio 1, Cap. 1-14,
forman dominios de integridad.

-2 EL ALGORITMO DE LA DIVI-
S§IO N. Esta propiedad basica del conjunto de los enteros posi-
tivos se enuncia cominmente como un teorema:

Si a y b son dos enteros positivos cualesquiera, existen enteros
gyrn0=4q,0=r < atalesque b = ga 4 r.

Dados dos enteros positivos 1459 y 112, podriamos efectuar una
divisién y escribir 1459 = 13 - 112 |- 3. ¥] teorema anterior sim-
plemente establece que este uso de la divisidn es una consecuencia
1égica de nuestras definiciones y teoremas anteriores. Por eso el
Algoritmo de la Divisidn, come mucho de nuestros otros teoremas,
sirve para establecer un procedimiento aritmético comin basado
sobre el desarrollo de nuestro sistema de numeros que aparece
en el Capitulo 1.

Hay una “demostracién” muy corriente del Algoritmo de la
Divisién que establece que, o bien b = qa, y en este caso r = 0, 0
bien, b 54 qa y existe un entero ¢ tal que ga < b < (¢ + la. Por
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consiguiente, existe siempre un entero v, § = v < 4, tal que b =
ga + r. Tal “demostracién’ parece razonable porque se vale sola-
mente de propiedades familiares de nuestro sistema de nameros,
es decir, si & se divide por a por medio de la operacién de la divi-
sibn, entonces o bien b = ga o & =% qa, y existe un entero g que
deja un resto menor que ¢. 8in embargo, uno de los propésitos del
estudio del sistema de nimeros es comprender en forma acabada
cudles son las suposiciones o postulados bdsicos necesarios. Otro
propoésito es identificar una “demostracién” que sefiale que el re-
sultado deseado puede obtenerse basindose sobre las suposiciones y
definiciones fundamentales y en teoremas demostrados previamen-
te, En la “demostracién” anterior se han descuidado dos puntos.
Primero, dados dos enteros positivos a4 y b, gexiste siempre un
entero N tal que Nea > b? Segundo, si existiera por lo menos
un entero N que satisfaga esta relacién, cexiste un entero menor
que tal entero, es decir, un entero R tal que (R — 1) ¢ = b < Ra?
La primera pregunta puede formularse asi: gsatisfacen los niimeéros
enteros positivos el Postulado de Arquimedes? Y la segunda: gson
ios niimeros enteros positivos bien ordenados?

El Postuiado de dArquimedes establece que:

Dados dos enteros positivos cualesquiera a y b, extste un enlero
N tal que Na > b.

Esta propiedad de los enteros puede explicarse como sigue, de
acuerdo con nuestras definiciones anteriores: puesto que a es un
entero positivo debe ser 4 = 1 o bien @ > 1. 8i @ = 1, entonces
ab = b; st a > 1, entonces segan el Capitulo 1-6, (¢ — 1) > 0,
(a—1) b >0,ab —b > 0yab > b. En los dos casos, ab +4- a
= a(b 4 1) > b y existe un entero N = b + 1 tal que Ne > b.
Por consiguiente, no necesitamos siceptar el Postulado de Arquime-
des como un postulado, ya que puede demostrarse como teorema
basindose sobre definiciones anteriores.

Finalmente, se dice que un conjunto de elementos csta bien
ordenado (Ejercicio 6, Cap. 1-6) si todo subcenjunto no vacto de él
tiene un primer elemento. Los enteros positivos son bien ordenados
con respecto a la magnitud, los enteros negativos no lo son, los
nameros racionales positivos tampoco, como tampoco ¢s ordenado
el conjunto de los niimeros racionales de la forma de 1/x.
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La demostracién de que los enteros positivos son bien ordenados
es la siguiente: Sea I un subconjunio arbirrario de los enteros posi-
tivos. Se presentan tres casos segun que / contenga sélo un nimero
finito de elementos, que contenga infinitos elementos pero sélo a
un nimero finito de elementos distintos, 0 que contenga infinitos
elementos distmtos, Si I contiene sélo un niimero finito de elemen-
tos, entonces existe un elemento minimo de I, puesto que los ente-
ros positivos estdn ordenados linealmente y es posible comparar los
diversos elementos de un conjunto finito. 8i I contiene infinitos
elementos pero séle un ntmero finito de elementos distin-
tos, sea N un extremo superior de los numeros finitos de elementos
distintos de . Entonces todo elemento de I coincide con uno de
los niimeros 1, 2, 3, ..., N. Sea F el subconjuntoe de 1, 2, 3, ..., N
elementos que coincida con los elementos distintos de I. Entonces
F es un conjunto finito y tiene un primer elemento que ¢s Ltambién
primer elemento de I. Por ¢jemplo, sea 7 el conjunto 1, 3, 5,7, 1, 3,
7,1,8, %, .. yN = 10. Todo elemento de I coincide con uno de
los nimeros 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9, 10. £l conjunto Fes 1,5, 5,7,y 1
es el primer elemento de F y de 1. Si  contiene infinitos elementos
distintos, sea N un elemento de I. Entonces dividase al conjunto
en dos subconjuntos I, e I, en los cuales aquellos elementos de
I que sean menores que o iguales a N pertenezcan a I; y de modo
que todos los demds elementos pertenezcan a I,. El conjunto 1,
estd limitado y tiene un elemento minimo, llamémosto R. Puesto
que R es menor que o igual a N, también es menor que todos los
elementos de f; y es un elemento minimo de I.

Ahora ya hemos examinado en detalle las suposiciones que sus-
tenta la breve ““demostracién” del Algoritmo de la Divisién. Hemos
descubierto que las propiedades que se suponian para los nimeros
enteros pudieron demostrarse directamente basindose sobre las su-
posiciones y definiciones formuladas en el Capitulo 1.

El Algoritmo de la Divisidn nos serd muy ttil. Desde un punto
de vista prictico sirve de fundamento para la represemtacion ¢n
base 10 de todos los ntmeros de nuestra notacién decimal o indo-
ardbica (Cap. 11 - 7). También se presta para un procedimiento, el
Algoritmo de Euclides, empleado para encontrar el mayor divisor
comun de dos enteros cualesquiera (Cap. 11-5) o de dos polino-
mios cualesquiera en una variable (Cap. 11-7).

Consideraremos en seguida los niimeros primos y estableceremos
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las bases para un estudio acabado de los divisores o factores de
cualquier entero dado que servird como preparacién para el Teore-
ma de la Factorizacion Unica (Teorema 11-8).

EJERCICIOS

1. Demostrar que g ¥ v son unicos en la relacidn b = ga 4 r del Algoritmo
de 1z Divisidn.

(Indicacidén: supdngase que & = ga + r, = .4 4 7, en donde 4, > 4, ¥ de-
muéstrese que —a <t = 7, .

2, Feormule y demuest re ¢l Postulado de Arquimedes respecto de dos niimeyos
racionzles cuzlesquicra,

3. :Qué propiedades debe tener un conjuntic de elementos tales como |1, 4,
x, 0,2, =1, . .. antes de gque se intente demostrar que sus elementos satisfacen
el Postulado de Arquimedes?

4. Sefalay cudles de los conjuntos de elementos siguienles esidn bien orde-
nados cuando se los ordena respecto a la magnitud: (a} les enteros mavores de
500, (b} los entcyos mayores de —100, (¢} enteros negativos, (d) nimeros de la
forma n& en que  c¢s un ntimero positivo dado y n es cualquicr enteve positive,
(¢) los mimeros racionales positivos, (D los nimeros irracionales positivos, (g)
los niimeres algebraicos.

5. Demostrar que les clementos de cualquier conjunto de elementes finite o
numerable infinito puede ordenarse de modo que el conjunto sea hien ordenado.

6. Aprovechar &l resultado del Ejercicio 5 y describir una ordenacidn de los
numeros racienales de modo que ¢l conjunte esté bien ordenado.

7. Demostrar gue todo conjunto bien ordenado esti ordenado linealmente

{Cap. 1-6) -

I11-3 NUMEROS PRIMOS. La clasificacion que
sighe de los enteros de acuerdo con los mltiplos que ellos tienen
o de acuerdo con los nimeros por los cuales son divisibles, facilitara
grandemente nuestro estudio. Ya se ha delinido a cero como el
elemento de identidad con respecto a la adicion (Cap. 1-3). Los
enteros 41 y —1 se llaman unidades (Cap. 11-1). Se dice que un
entero $ que no es cero ui una unidad es primo si sus Gnicos divi-
sores son 4 p y las unidades. Un entero se llama compuesto si
tiene dos o mads divisores primos (no necesariamente distintos) . Por
ejemplo 6 == 2 - 3 y 121 = 112 son niimeros compucstos. Todos
los numeros enteros pertenecen a una de estas cuatro clases: cero,
unidades, primes y niimeros compuestos. Puesto que cero no es
positivo ni negativo, esto significa que todo entero positivo perte-
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nece a una de las tres clases restantes y que cada entero positivo
mayor que uno es primo o compuesto. En el estudio siguiente se
supone que los niimeres primos negativos se expresan en la forma
ep, en que ¢ es la unidad —1 y $ es un ndmero primo positivo. De
esta manera basta con considerar Gnicamente a los nimeros primos
positivos,

Usaremos estas definiciones en las demostraciones de varios
teoremas.

TEOREMA 11- 2, Todo enlere mayor que la unidad tiene un di-
visor prime posilivo.

Sea m cualquier entero dado mayor que la unidad. Entonces m
es primo si y s6lo si sus unicos divisores positivos son m y 1. §i m no
es un nuniero primo, tiene un divisor positivo my, en donde m; =&
m y m,; =< I. Por eso, si m no es primo, puede escribirse como el
producto de dos enteros positivos, m — mm,, en que ni m, ni m,
son iguales a la unidad. 8t ni m, ni m, son primos, entonces m =
Myt Ma Mg, EN quUE Ningldn My, es igual a la unidad. Si ningdin
74y €5 Primo, entonces m == M3y ;15191 M 1029y Mg yaMga Mggy, €N
donde ningiin ;. es la unidad. Este proceso termina si y sélo si
en alguna etapa, por lo menos, uno de los m es un niimero primo.
Demostraremos en seguida que, para cualquier entero positivo
dado m el proceso debe terminar y no puede continuar indefini-
damente. Primero, se observard que cualquier entero positivo m,
que no sea Ja uvnidad satisface la relacién de orden m, > 1 (Cap.
1-6) . Entonces se tiene también m — mm, > m, y, en general,

m = My D> My > My >

para tantas etapas como las que tenga el proceso. Por consiguien-
te, el proceso termina si y sélo si el conjunto de enteros positivos
M, My, Mg, My, ... €8 UN conjunto finito. En todo caso, este con-
junto es un subconjunto del conjunto finito, 72, m v 1, m — 2, ..,
3, 2, 1, v, por lo tanto, debe él mismo ser finito. De esta manera, el
proceso en referencia debe terminar después de un numero finito
de etapas, y m debe tener un divisor primo.

También hemos demostrado que cualquier entero positive dado
m puede tener solamente un nimero finito de divisores enteros
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positivos mayores que la unidad. Xl teorema siguiente indica cua.
les son los enteros positivos que hay que considerar cuando se
buscan los divisores positivos de un entero dado m.

TEOREMA IE-3. 8 un eniero positivo m es compuesto, entonces
tiecne un divisor primo positivo = 1, en donde I es ¢l entero
mayor cuyo cuadrade es = m.

Seguin el Teorema 112, cualquier entero positivo m mayor que
1 tiene un divisor primo positivo p, es decir, m == pm;. También
si m 5= p, entonces m, tiene un divisor primo positivo = m,. Si
el Teorema 11-3 fuera falso, existiria un namero m que {uera com-
puesto y no tuviera ningun divisor primo positivo = I. En este
caso, tendriamos I < p, I < myol 41 =p, I 41 =m,y (I +
132 = pm, = m, lo que es contraric a la suposicién de que I es el
entero mayor cuyo cuadrado es = m. Por consiguiente, el Teorema
-3 debe ser verdadero (método de demostracién indirecta, Cap.
1-10) .

Antes de que podamos aplicar el Teorema 11-3 para determinar
si un entero dado m, por ejemplo 359, es o no primo, necesitamos
algin método para determinar los niimeros primos = I en que
I* = m < {I 4 1) Para el caso de m = 359 necesitamos cono-
cer los niimeros primos = 18.

Los numeros primos limitados por cualquier entero finito N
pueden encontrarse por un método Illamado la Criba de Eratdste-
nes, que es el siguiente: se escriben los enteros desde 1 hasta N,
excluyendo el I puesto que es la unidad, contando a partir de 2 (se
excluye el dos), tachar todos los segundos ntimeros de ahi en ade-
lante; contando desde 3 (excluido el 3), tachar todos los terceros
ntmeros de ahi en adelante, y, en general, contando desde cual-

quier entero k que es = /N (Teorema u-8), tachar todos los ente-
ros de orden k. Por ejemplo, los ntimeros primos limitados por N
= 18son 2, 8, 5, 7, 11, 13, 17, y pudieron encontrarse del siguiente
esquema:

Y2345 818910 313 K ¥ W 17 )

en el cual fue sélo necesario excluir la unidad y los multiplos de
2y 8 ya que el entero siguiente que quedaba, 5, tiene un cuadrado
mayor gue 18,
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Después de esto, podemos usar el Teorema 11-3 y determinar si
359 es primo o no, probando sucesivamente si 359 es divisible
por 2, 8, 5, 7, 11, 13, 17. Sobre esta base podemos aseverar que 359
€s un npamero primo,

Una de las razones para considerar métodos mecanicos ¢omo
el anterior para determinar nimeros primos €s que aun no se ha
encontrado ninguna férmula ni representacién analitica para los
numeros primos. Sin embargo, podremos demostrar varios teore-
mas referentes a los niimeros primos. El teoremna siguiente es una
version moderna de la Proposicidn 20 del Libro 1x de los Elemen-
tos de Euclides.

TEOREMA 114, Ef conjunto de los ndmeros primos positivos es
infinito numerable, ’

Supongamos que hubiera un nimero primo mayor que’ todos
los demis, por ejemplo, P, entonces N = P! -~ 1 debe tener un di-
visor primo (Teorema 1n-2). Pero ningiin nimere = P es divi-
sor de P! .} 1 = N, Por eso, N tiene un divisor primo mayor que
P y no hay ningin primo mayor que todos los demds, es decir, el
conjunto de los nimeros primos positivos es infinito numerable.
Por e¢jemplo, si P — 2, entonces N — 2! 4 1 — 3§, que es primo;
si P = 5, entences, N = 5! 4+ 1 = 121, que tiene a 11 > 5 como
divisor primo. Este procedimiento para determinar la existencia
de un nimerc primo mayor que cualquier nimero primo dado P,
puede aprovecharse también, junto con el hecho de que existe un
solo nimere primo 2, para demostrar por induccidén matemdtica
(Cap. 1-4) que existe un subconjunto infinito numerable del con-
junto de los mimeros primos positivos. Luego, puesto que el con-
junto de todos los nimeros primeos positivos es un subconjunto
del conjunto de los enteros positivos, que es infinito numerable,
hemos obtenido otra demostracién de que el conjunte de los nume-
ros primos positivos es infinito numerable.

Las propiedades mis conocidas de los nimeros primos se refie-
ren a la divisibilidad. Dado cualquier entero m y el nimero pri-
mo p, los tnicos divisores positivos de #, y, por lo tanto, los \ni-
cos comunes divisores positivos posibles de p y m, son p y 1. De
aquf que resulte el
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TEOREMA II-5. Si p 5 un niimero primo y m es cualquier nimero
entero, entonces p es un divisor de m o bien {(p, m) = 1.

Otro teorema conocido puede demostrarse como sigue: Supon-
gamos que f# es un numero primo, y a v b sean cada uno enteros
positivos menores que p. Deseamos demostrar que p no es divisor
del producto abd, y se escribe p 4 @b. Nos valdremos del método
de demostracidén indirecta y supondremos que p | ab. Ademis,
supondremos que b es el entero positivo menor tal que § | ab,
es decir, ab es el multiplo menor de a tal que p | ab. Esta ultima
suposicién puede hacerse sin perder la generalidad de la demos-
tracidn, ya que si existe un miltiplo entero tnico, éste debe ser
el multiplo entero positivo menor de @ que sea divisible por p
{(Cap. 11-2) . Ahora bien, segtiin el Algoritmo de la Divisién, existe
un entero m tal que,

mb=p<(m4 1, 0= p—mb<b

En realidad, mb o4 p puesto que 1 < b < p y p es primo. Por
suposicidn, plab y también p|mab. Entonces de plap se tiene
pl(ap — mab)y pla (p — mb), de donde a(p — mb) es un miltiplo
de a que es divisible por p. Pero también a(p — mb) < ab, lo
que es contrario 2 la suposicién de que ab sea el menor miltiplo
de a que es divisible por . Por consiguiente, $ no es divisor de
ab, y hemos hecho una demostracién indirecta del siguiente teo-
rema:

TEOREMA 11 - 6. Si p €5 un nimero primo, y a y b son dos enteros
positivos, cade uno menor que p, entonces p + ab.

Este teorema puede ampliarse para dos enteros positivos cuales-
qQuiecraay b talesquep +ayp - b.Seaa=mp +r,b =np 45,
0 <r < p0<s < p. Ahora bien, si plab, tenemos también plrs,
lo que es contrario al Teorema 1-6. Por consiguiente, st p 4 a
Yy p + b, entonces p - ab. In otras palabras, si plab, entonces
se verifica que pje o bien p|b. Puesto que el producto de dos
enteros es un entero, también podemos hacer ¢, - a4, = a, 9, = b
y demostrar que si plaia.a,, entonces p es divisor de por lo menos
uno de los ntmeros a,, a, a,. Por aplicacién repetida de este
procedimiento, tenemos
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TEOREMA 11-7,  § p es un ndmero primo y p| a; @y, ... Gy €N
tonces p es divisor de por lo menos uno de los enteros ay, ay, . . .,
,, en donde n es un entevo positivo cualquierd.

Una aplicacién muy importante de esta propiedad de los nume-
ros primos se encuentra en la factorizacion de todos los enteros
positivos como productos de potencias de nimeros primos (Cap.
n-4). En todo el resto de este libro usaremos ampliamente lus
propiedades de los numeros primos y las propiedades andlogas
de los polinomios irreducibles (Cap. 1r-6).

EJERCICIOS

§. Encontrar Jos niuncros primos menores que 200, por medio de la Criba
de Eratésienes.

2. Determunar cuiiles de los niimeros siguientes son primos:

ay 85, 108, 179, 539;

b) 267, 781, 859, 937;

c) 1245, 2287,

3. Escibir una demostracién vigirosa del Teorema 17 por medio de la in-
ductién matematica.

4, ¢Esn* — n « 4l un numero primo para t0dos log valores cntexos pasitivos
de n? Explicar

k. Dar cuatro ¢jemplos numéricos para ilustrar el “Feorema n-5.

6. Repetir el Ejercicio 5 para los Teoremas -6 y -7,

. Dado un entero N cualquiera, ;cémo se pueden encontrar todos sus divi-
sores primos positivos?

8. Demostrar que 1 - 1 s un numero compuesto si © €8 mayor que la
unidad.

9. Demostrar que 3" — 1 y en general, m” — 1 €s un nimero compuesto sin
es mayor que uno y m es mayor que 2 (ver Ejercicio 7, Cap. 1-4).

10. Un ndmero de la forma 2° — 1 que sea primo se llama ndmera primo
de Meisenne. Encontrar cinco ntdimeros de éstos.

11. Demostrar que 2* — 1 es un numere compuesto si n €5 compuesto. {Ver
Ejercicio 9, Cap. 1-4). Dar un ejemplo de un numere compuesto de 1a forma
2% w1 €1 que f €2 Un n&mero primo.

II-4 TEOREMA DE LA FACTORIZA-
CION UNICA. Sedice que un entero se ha factorizado
completamente cuando se ha expresado como producto de
ntimeros primos (positivos) y una unidad (41 o —1I). En esta
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seccion del Gap. u tendremos en cuenta, primero, que el producto
de cualquier ndmero finito de unidades es una unidad y demos-
traremos que cualquier entero puede expresarse como un producto
de numeros primos positivos y una unidad de una manera tnica.
En seguida deduciremos algunas consecuencias mis de esta facto-
rizacidn.

El entero positivo 168 puede expresarse como un producto de
enteros de diversas maneras. Por ejemplo,

168 =4 -42:=2- (—2) - (~7) - 6 =21 -8=17.24

El teorema de la factorizacién udnica establece que si 168 se
expresa como producto de ndmeros primos positivos, 168 — 28 -
3 . 7, cualquiera otra factorizacién en divisores primos tal como
168 == 8 . 23 . 7, debe coincidir con la primera, salvo por el orden
en que estdn escritos los divisores.

Cualquier entero positivo m mayor que 1 tiene por lo menos
un divisor -0 factor primo positivo segin el Teorema 1u-2. Este
divisor primo, sea p,, puede hallarse en un ntimero finito de eta-
pas, puesto que m es finito y p, es uno de los numeros 1, 2, 3, ...,
m. Si P, = m, nuestra factorizacién es completa y es tunica. Si
p: == m, entonces m = P,m, y si procedemos como anteriormente
con m,, obtendremos m = p,{p,m,) st m,; no es primo. Ya que los
enteros positivos m, my, My, ... satisfacen la relacidn m > m,; >
My > ..., €l proceso anterior, lo mismo que aquél de la demostra-
cién del Teorema 11-2, debe terminar después de un nimero finito
de pasos y resultar

(II- 1) m = p;pg P p.--
$i hubiera también una segunda factorizacién,
(IL-2) m = qi4s ... 4,

de m en divisores primos positivos, tendriamos

(I1-3) baps --- o= 9195 - .. 4.

Puesto que p, es divisor de ¢4, ... ¢., debe, segin el Teorema
1 -7, ser divisor de algin ¢,, sea ¢, Ya que hemos aceptado que
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g« ¥ £: son numeros primos positivos, p; == ¢, Dividimos entonces
ambos miembros de (11-2) por p, = g, y repetimos el mismo
arguniento para demostrar que P, es igual a alguno de los niimeros
q, sea g, Este proceso puede continuarse hasta que uno de los
miembros de (11-3) quede reducido a 1. Puesto que los ntimeros
P ¥y g son enteros, el otro miembro debe simultdneamente hacerse
igual a 1..De aqui que exista una factorizacién de m en divisores
primos, y si se presentan dos factorizaciones (m-1) y (11-2) de m
en divisores primos, éstas son idénticas, excepto posiblemente en el
orden en que estdn escritos los divisores. Por consiguiente, los divi-
sores y la factorizacion son tinicos. $i los nuimeros primos iguales
se agrupan juntos, tenemos el Teorema de Factorizacidn Unica o,
como suele llamarse, el Teorema Fundamental de la Ariitmética:

TEOREMA 11-8. Todo entero con la excepcion de cero puede
representarse de une y solo una manera én la forma

m=epyYpe . .. P,

en que e, es una de las unidades, los p, son numeros primos
positivos distintos y los a, son enteros positivos,

Por lo tanto, dado cualquier entero m, podemos elegir la unidad
adecuada y entonces aplicar el Teorema 1 -3 y divisiones sucesivas
para encontrar los divisores primos positivos de m. Por ejemplo,

12 = 92 - 8; 86 == (—1) - 22 . 82,1282 =24 . 7 . 1L

Examinemos por un momento 12 = 22 . 8. Cualquier divisor
primo de 12 debe ser divisor de 22 6 de 3, segiin el Teorema 11-7.
Por consiguiente, 2 y 3 son los tinicos divisores primos de 12, Asi-
mismo, todos los divisores positivos de 12 pueden expresarse en la
formad —2°- 8%, endondea =0,1,2y b =0 6 1. Todos los divi-
sores de 12 tienen la forma e¢ - 2° - 3% en donde ¢ es una unidad,
0==aea=2 v0=> = 1. En general, todos los divisores de m =

ep Py . ... pu™ son de la forma

(1I-4) eppe” ... o' en que 0 = bi =
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11 -4 Teorema de la [actorizacién énica
y ¢ es una unidad. Ademds, todo numero de la forma (u-4) es
un divisor de m. De este concepto de divisor y del Teorema 1-8
se desprende que

TEOREMA 11-9. Si a y & no tienen divisores comunes y cada uno
de ellos es divisor de ¢, entonces su producto es divisor de c. Si
a y ¢ no tienen divisores comunes y b y ¢ no tienen divisores
comunes, entonces ab y ¢ no tienen divisores comunes. Si a y ¢
no tienen divisores comunes y ¢ es divisor de ab entonces ¢ es
divisor de b.

Las tres partes de este teorema se pueden expresar matemdtica-
mente como sigue: (i) (a,b) = 1, a|c y b|c implica able; (ii) (g, ¢}
= 1y (b, c)p=1implica (ab, c) = 1; (ii1) (a,¢) =1y clab impli-
ca ¢ |b. Las demostraciones de estos enunciados se dan como ejer-
cicios (Ejercicios 3, 4 y 5).

El Teorema 1-8 puede también usarse para enconirar el maxi-
mo comuin divisor v el minimo comin multiplo de dos enteros
(Cap. 11-1), Por ¢jemplo, sim =28 - 82 - 52 - Tymn=2%.58% T°
+ 11, entonces (m, n) =22 - 8% - Ty[m,n] =288 - §2 - 72
- 11, Estos valores particulares pueden obtenerse a la simple vista.
En general, suele ser ventajoso expresar m y n por medio de los
mismos niimeros primos positivos, empleando para esto el expo-
nente cero. Por ejemplo, en el caso anterior, m == 2% . 32 . 52
+ 7119y n =2% .8 .5 . 7% . 11 Por eso, dados dos enteros
cualesquiera m y n, se puede escribir cada uno de elios por medio
de sus divisores primos positivos y en seguida expresar cada cual,
como anteriormente, mediante el mismo conjunto de numetos pri-
mos, es decir, m = e, *1p,%2 ... Py n = PSP . P Estas
expresiones pueden abreviarse valiéndose del simbolo parz el pro-

ducto -I_I , COmMo sigue

% k
m=¢ || p% n=e ]
A=l ie=]

Entonces (m,n) se obtiene tomando el menor exponente que se
presente en cada ntmero primo py, y [m, n} se obtiene tomando el
mayor exponente gue aparezca en cada nimero primo p,. La nota-
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% k
cién matemitica serfa (m, n) = H p¥, [m,n] = H ¥,
en donde ¢, es el minimum de al, y by y de f:sI ei maximum de
2,y b
Finalmente, supongamos (a, b) = d, [a,b] = m, y sea a = a,d,
b = b,d. Entonces (a,, b,) = 1, el minimo comin multiplo dea y &
esm = a;b,d ,y dm == dab,d == ab. De este modo tenemos

TEOREMA 1-10, 8i a ¥ b son enteros positivos, (a, b) = d, y
[¢, b] = m, entonces dm = ab.

Por ejemplo, (6,8) == 2,[6,8] = 24,y 6 - 8 == 2 . 24. £l hecho
de que este teorema no pueda aplicarse directamente para el caso de
tres enteros positivos se evidencia en el ejemplo siguiente: (6, 4, 10)
=2;[6,4,10] = 60,76 + 4 - 10 = 240 £ 2 - 60.

En la seccién que sigue de este capitulo nos serviremos del

Algoritmo de Euclides para encontrar d = (a,b) sin tener que
expresar primeramente a y b por medio de sus divisores primos.
En seguida por medio de la expresién m —= ab|d del Teorema

1 - 10 encontraremos m = [a, b]. Es asi como luego podremos en-
contrar (&, &) y [4, b] sin necesidad de expresar a y b en sus divi-
sores primos.

EJERCICIOS

1. Descomponer en sus divisores primos positivos los ndmeros 4630, 1275
y 1278.

2. Encontrar (4680, 1275) y [4680, 1275] por medio de sus divisores primos,
¢Es vilido €] Teorema n-10 para este caso?

3. Demostrar la primera parte del Teorema n-9.

4. Demostrar la segunda parte del Teorema 11-9.

5. Demostrar la tercera parte del Teorema 119,

6. Dado cualquier entero n jcémo se pueden encontrar fodos sus divisores
positivos?

7. Encontrar todos los divisores positivos de 60.

8. Demostrar que todo divisor positive de m = ¢, p,*'p ... P °n aparecc
una vez y solo una entre los términos del producto

Q+p+pt+ +p)0+ptpit- 02 -
(L ok pat i+ -4 D00
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6. Demostrar que ¢l entero m en el Ejercicio 8 tiene (a; 4 1} (7, 4~ ). . .
(a, + 1) divisores positivos distintos. '
10. Demostrar que la suma de los divisores positivos del entero m en el
Ejercicio 8 puedc expresarse en la forma

i et‘g;ﬂ -1
1= p‘ 5 ]' ¢

por medio del simbolo del producte I7.

11. Determinar cudntos son y cuinto suman los divisores positivos de 60,
por medie de los Ejercicios 9 y 10.

12. :Cudntos divisores tiene cada uno de los nimeros del Ejercicio 1?

15. Encontrar la suma de los divisores de cada uno de los numercs del
Ejercicio 1.

II-5 EL ALGORITMO DE EUCLIDES.
En el Cap. 1-4 se expresé el méximo comun divisor (m, n) de dos
enteros por medio de los divisores primos de los dos enteros. El
Algoritmo de Euclides proporciona un método directo para obte-
ner el méximo comun divisor de dos enteros sin tener que expre:
sar los enteros en sus divisores primos. Este método es ventajoso
especialmente cuando se trata de nimeros grandes. En el caso de
36 y 90, el método del Cap. 11-4 se escribirfa 36 = 22 - 5° y 90 =
2 - 8% .5 luego (86,90) = 2 - 32 = 18. El Algoritmo.de Euclides
daria 90 = 2 » 36 4 18; 86 =— 2 - 18 - 0; y {36,90) = 18.

En general, como el mdximo comiin divisor se considera posi-
tivo, se puede calcular para dos enteros cualesquiera diferentes
de cero, tomando en cuenta sélo los enteros positivos correspon-
dientes m,n cada vez que se presenten los factores -1 o —1. Si
m = n, entonces también (m, n) = m; si m == n, supongamos que
m > n. Entonces aplicamos el Algoritmo de la Divisién repetidas
veces (Cap. 11-2) y obtenemos el Algoritmo de Euclides:

(2-5) m = gh -+ ", 0<m<n
(2-6) n = gy -+ N, <<y
(2-7) By = QMg -+ Ny, 0<ng < ne
(2-8) Mgz = QhaaPi=1 1 T2y 0 < np < My
(2-9) et = ey 0 = N
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Puesto que los enteros n, ny, n,, ... forman una sucesién decre-
ciente, es decir, # > n; > n, = ..., existe algan cntero n;, sea
M., igual a cero y tal que £ — 0 o bien n, sea dilerente de cero.
Encontraremos que cuando k = 0 (m,n) = n = n,’ y cuando
k540, (m,n) = ne

Cualquier divisor comin de m y n, debe ser divisor de n, de
acuerdo con la relaciéon (11-5); debe ser divisor de n, de acuerdo
con (n-6); de ny de acuerdo con (1t-7), ..., y de n, de acuer-
do con (11-8). Dc este modo, todo divisor comin de m y n es
divisor de n. Inversamente, 7, es divisor de n,, de acucrdo con
(11-9}; de n., de acuerdo con (11-8), ..., de n, de acuerdo con
{1-7); de n de acuerdo con (11-6); y de m de acuerdo con (u-5),
es decir, 7n; es un divisor comun de m y de n. Estos resultados se
enuncian en el siguiente teorema:

TEOREMA 1r-11.  El mdximo comun divisor de dos enteros po-
sitivos cualesquiera m y n puede encontrarse por medio del
Algoritmo de Euclides: es el tltimo resto que no desaparcee.
Existen enteros A y B tales gque

(11 - 10) (m,n}) = n., = Am 4 Bn,

Los enteros 4 y B de (11-10) se pueden obtener resolviendo
(1-5) para ny en la {érmula n; = 4,m 4~ Bm y sustituyendo esto
en (11-6) para obtener n, — Aym 4 Byn, ... : finalmente n, =
Am 4 Bn se obtiene de (11-8). Por ejemplo, tenemos la forma
siguiente del Algoritmo de Euclides para los mimeros 23 y 19:

28 = 1-19 4- 4,
19=4- 443,
4 =1 341,
3=23-144086,
de donde (23, 19) = 1. Puede encontrarse una relacién de la for-

ma (1-10) que se indica anteriormente, por medio de las ccua-
ciones

4:1'23-—-1'19:
§ =119 —-4- 4 =5 .19 — 4.28,
l=1-4—~1-383=5b 28 —6-19.
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Este procedimiento puede expresarse por medio de los cuocien-
tes generales g, y restos ny desde (1r-5) hasta (-9) de la manera
siguiente:

mo=m—gn=Am-+ Bin,
ne = —qm + (gie + Dn = Asm + Ban,
2 = (g + Dm — (@2 + ¢0ux + o) = Agm + By,

Los coeficientes de m y n son enteros en todas las etapas, ya que
dnicamente se trata de las operaciones del anillo: la adicidn, la
sustraccidén y la multiplicaciéon.

Queda aun el problema prictico de enconirar 4 y B para ente-
ros cualesquiera dados m y n con ¢l menor trabajo posible. Para
cualquier entero m - 0, tenemos (m,0) = em en donde ¢ es una
unidad, También hemos hecho notar que se puede suponer que los
enteros dados son positivos sin que se pierda la generalidad de la
expresién. El esquema siguiente proporcionia un procedimiento
practico para determinar el maximo comiin divisor y una relacién
de la forma (11~ 10) para dos enteros positivos cualesquiera m 'y n.
Los niimeros 7, ¥ ¢, son los mismos que los de (11-5) hasta (1-9).
El esquema

m n iy Na i3 04 ne O
q 4 Qs - {3
(2'11) 1 ) Bg B; i Bk =R
1 i1 Aa s A.k = ;‘1

puede construirse por medio del disefio geomcuico

ey My Mg

e

en las primeras dos filas para significar que 2., — ¢
#...; Tepresentando el wltimo n, diferente de cero por n., y deter-
minando los 4, y B, por medio de las férmulas de recurrencia
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Buﬂl,Ao"—*O,Bl‘—'"g,A1=1,

Bin=Bi,—- ¢:B; .
¥ =1,2 cavy =1
Al’-l-‘.l. = Ai-.-j —_ inl'- (1' | 3J 4! k )

Para el caso de m = 23, n — 19, este esquema resulta ser

23 19 4 3 1 0

(II-12) 1 4 1 3
1 —1 b —b6
1 —4 5

de donde (23,19) =1yl =25 -235 — 6 - 19, tal como se obtuvo
anteriormente.

El método anterior para obtener n, es simplemente una repre-
sentacién sintética de las relaciones (11-5) a (11-9) y por lo tanto
es vilido. El método anterior para determinar 4, y B, puede veri-
ficarse por induccién matemitica respecto de j, en donde n, =—
md; <= nB,. Para j = 0, se hace ny, = # y se tiene n = u; para
j =1 se tiene n, = m — gn, que es vilido segin (11- 5) . Suponga-
mos que n..; = md,, - nB., y que n, = mA. - nB,, entonces

gy = ﬂi__l = gty
=ml{Aa — qii) + n(Biyy — ¢B))
= mA g+ nBip,

y se verifican as{ las férmulas de recurrencia dadas mds arriba.

El método representado por el esquema (u-11) puede ser muy
util después de un poco de prictica. Es ventajoso especialmente
porque el méximo comiin divisor puede determinarse sélo por me-
dio de las dos primeras filas. Luego, si se desea una relacién de la
forma (1r-10), se pueden determinar las constantes 4 y B.

La ecuacién (11-10) es, pues, necesaria y suficiente para que
7, sea el maximo comin divisor de m y n. Es necesaria segiin el
Teorema 1-11 y es suficiente ya que si (11-10) es vidlido, todo
factor comin de m y n debe ser divisor de n,. Como una aplicacién
particular de esto, tenemos
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i« 5 El algeritmo de Euclides
TEOREMA 1f- 12, Dos enteros m y n son primes entre si si y sdlo
st hay enteros A4 y B tales que Am 4 Bn = 1.

Nos serviremos del Algoritmo de Euclides y del Teorema u-12
para obtener ¢l reciproco de 1, médulo m en la seccidn i1 de este
Capitulo 1. En €l Cap. m-7 estos resultados se formulan nueva-
mente para polinomios p(x). En esta forma se emplearin para
encontrar €l maximo comin divisor de dos polinomios, el ntimero
de raices distintas de una ecuacién polinomia en cualquier inter-
valoa < x = b (Cap. 1v-12), y las raices multiples de una ecua-
cién polinomia (Cap. 1v-13).

EFJERGICIOS

L. ;Cémo sc puede demostrar, mediante el Algoritmo de Euclides, la exis-
tencia de un m#ximo comin divisor entre dos enteros positivos cualesquierar

2. Demostrar que (km, kn) = kim, u} para cualquier entero positive k.

3. Expresay cada uno de ios siguiestes divisores en la forma {11-10) .

a) (108, 64), v {3961, 952),
b) (870, 111y, € (4680, 1275).
o (147, 64),

Comparar con ¢f Ejercicio 2, Cap. 114

4. Incontrar ¢l minimo comun roditiplo de cada uno de los pares de
ntimeros del Ejercicio 3.

5. Decmostray gque [km, kn| = kDn, nj.

6. Demostrar que si f¢, &) = 1, en que 2 ¥ & son entercs cualesquiera, enton-
ces existen enteros d y e tales que

|
It
A a
.+.
o e

7. Demostrar que todo numero racional positivo puede expresatse como una
fraccidn continua finita de la forma
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m 1
R =+
i
q -+
1
o+
gs +
1
+ e
Tk
que s¢ suele escribir de la manera siguiente:
W gl L L. L
n b U A - S

(Indicacién: Los q aqui son los mismos que en ¢l Algoritmo de Euclides. La
expresién que corresponderfa a (- 12) seria
_22_ ; 1 I 1 y
19—t e T T
& Aprovechese el resuitado obtenido en el Ejercicio 3 y expresese eada uno
de Jos siguientes numeros racionales como fractiones continuas:

08 370 147 8961 4680

64 I 61 = 952 ' 1275
9, Demostrar gue —8 -4 en {11-10) ¢ vna aproximacién de m/n que difiere
de min cn n jAn, Fsta es una primera aproximacién muy prictica ¥ es equiva-

-

lIente a despreciar el término g, en cl Ejercicio 7. De n:c.mslguurrm:.-ElzT €5 apro-

& , ¥ en este caso el errvor es de L i
; 114

I6. Emplear ¢l métado del Ejercicio 9 ¥ enconlrar las primeras aproxima-
ciones a cada unma de las fracciones del Ejercicio 8. Indicar cl error de la

aproximacién en cada caso.

ximadamente

11. Continuar ¢l procedintiento de aproximacion comenzado en el Ejercicio
9 v demoestrar que cp gencral la aproximacién de orden {f 4+ 1} de m/fn es
=B, /4, ; enla férmula (r-11).

II-6 BASES. Elconcepto de una “base” es tan funda-
mental en la teoria de los nimeros como lo es en “baseball”.
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m-6 Bases

Cualquiera interpretacidon de un némero, tal como 1776, en el cual
la posicién de los digitos tiene un significado, depende del namero
particular que se ha elegido como base. Por ejemplo, [1 r¢presenta
once en base diez, es dear, una decena y una unidad en la nota-
cién decimal. Sin embargo, 1l también representa tres en la base
dos, es decir, un grupo de dos y una unidad en ¢l sistema binario
de ntimeros. Todos estamos familiarizados con la notacién decimal
(Cap. 1-7) que emplea la base diez y los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9. El sistema binario se sirve s6lo de dos digitos, que son 0 y 1,
y ha alcanzado una importancia creciente con el desarrollo de los
compuiadores electrénicos, puesto que sus digitos pueden repre-
sentarse por la presencia y ausencia, respectivamente, de una co-
rriente eléctrica. En general, demostraremos que todo entero posi-
tivo n mayor que 1 puede usarsc como base para todos los enteros
positives, es decir,

TEOREMA I11-13. St m y n son cnteros positwwos, ¥ n > 1, en-
tonces la representacion

m = Gt 4 @ ntt 4+ 4 o

enn donde a, 52 0, 0 < a, <~ n para1 = 1, 2, .. | &, existe para
algiin entero k y cs dnica.

Por ejemplo, €l entero 130, puede expresarse en bases 10, 2, 3,
4, 5 y 6, como sigue:

U113, 130 =1-1024+3-1040 = 130y,
130=1-2740-224+0-2°4+0-2¢
+0-224+0-224+1-2-+ 0= 10000010,
1830 =1-34+1-3+2-3F-+1-3+1= 112k
130=2-43+0-4+0-4+2=2002,
130=1-5+0-5-+1-5-+0=1010s
114, 130 =38-62-4 3 -6+ 4 = 334;.

Los enteros @; pueden encontrarse per medio de la aplicacion
repetida del Algoritmo de la Division (Cap. 1-2), pero ¢l proce-
dimiento es completamente diferente del que se uséd en el Cap. - 5.
Por ejemplo, en las expresiones anteriores (11-13) 3 (- 14), e
nemos,
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130 = 10 + 13 + 0, 180 = 6 - 21 -k 4
13 = 10 - 1 4 3§, 21 =6 - 3 4 8,
1=10- 0} 1, 8 =106 04 8

Los restos sucesivos 0, 3, 1 cuando se divide 130 repetidas veces
por 10, son las unidades, decenas y centenas representadas por los
digitos correspondientes, es decir, los coeficientes de 1, 10, y 102 en
la férmula (11-13) . Asimismo, los restos sucesivos 4, 3, 3 cuando
130 se divide reiteradamente por 6, son los coeficientes de 1, 6, v
6% en la expresién (u-14). Estos coeficientes se obtienen facil-
mente por medio de los siguientes esquemas donde los restos se
separan a un lado:

10180 6130
1013 ~0 6/21 ~4
10[1~3 6|3 ~3
0~1 0~3

IEn general, el coeficiente a,, del Teorema 1:-18, puede obte-
nerse como sigue. Supongamos

m=qn+ n,
G = gn 41y,
G = qan - 13,

Qr—2 = @kea® - Ty,
Qe =014 1y,

en donde 0 = r. < n. De estas ecuaciones, se tienen m > ¢, > g,
> 2G>0 0L qua< % 7= Gy, ¥ por lo tanto 0 <
r.. Los coeficientes del Teorema 11- 18 se obtienen haciendo a,
I Tay OBy == Thoty - (op B 2= Taa

Las relaciones @, — 7, pueden verificarse substituyendo cada g,
en la ecnacién gy = g e v parai =k —1, k—2, ...,2 1,y
Go = M, como sigue:
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nm-56 Dass
Qe = Tx,
Qi = Titt + Fo,
Grmy = TiN% + Tyt 4 Thos,

Q= e i e,
m= rkn&'—l + f&—lnk”? o T

$i hubiera dos expresiones para m en la misma base n, sean

m=an*+an” 4+ ...+ an+60<6l=san

me=bn*+bn . b+ 5,0 < b, 0= b <1,

entonces tendriamos

a* 4 an™ 4 oo 4 8 — (bn® 4 b 4 L4 by = 0

El miembro de la derecha, 0 (y por lo tanto el miembro de la
izquierda de esta ecuacién) es divisible por n. Por eso n es divisor
de a, — b,. Pero

0=a<n0=sb < nja—b)| <n

y n no es divisor de ningtin entero positivo menor que n, Puesto
que |a. — by} es divisible por 7, no puede ser positivo y debe ser
igual a 0, es decir, @, = b,. Asimismo, ambos miembros deben ser
divisibles por n'*Z, de donde @i, == b, 0, en general, a, == b, para
todos los valores de {, y tenemos que = k. Por consiguiente Ia
representacién de m en el Teorema 11-13 es unica.

La notacién indo-ardbica o sistema decimal {Cap. u-7) que noso-
tros usamos, consta de mimeros expresados en base 10. En este
caso el Teorema 11-§ establece que todo entero positivo tiene una
representacién tnica en base 10. Por ejemplo,

5604 — 5 - 108 £ 6 - 10240 - 10 + 4.

Asimismo para n = 2 el Teorema 11- 13 establece que todo entero
positivo tiene una representacién vinica en base 2. Por ejemplo,
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185 e I =90 5o » Q0T » 221, 4 O
ooy o T e T oo B i By

y puede indicarse por 10110111, El sistema binario puede am-
pliarse de la misma manera que ¢l sistema decimal para represen-
tar 7625 = 1-2241:241-2041-21 40 - 2241 -
2.3 por 1111014 Sobre el sistema binario se basa la multiplicacién
campesina rusa, un antiguo método de comvertir en suma la mul-
tiplicacion de dos enteros (Ejercicios 11 y 12). Mds recientemente,
como se dijo antes, el sistema binario es la base de los cdlculos
con computadaores electrénicos.

Hay muchos problemas y juegos que dependen de la escala de
notacién, es decir, de la base en la cual se expresan los ntmeros.
Ball (Ver Bibliografia IN¢ 3; pags. 11 -16) sefiala varios problemas
en donde se utiliza la base 10. Por ejemplo, si una persona clige
dos enteros menores que 10 (es posible al tirar dos dados), se pue-
de descubrir cuiles son los enteros, pidiéndole lo siguiente:

(1) que elija uno de los enteros y lo multiplique por 5,
(ii) que sume 7,
{tii} que multiplique por 2,

(iv) que sume el segundo entero y le diga el resultado.

De la explicacién algebraica de este procedimiento, queda clu-
ro que lo tnico que se necesita es sustraer 14 del numero dado
como resultado por la persona para obtener un ntmero cuyos dos
digitos son precisamente los enteros en cuestion,

(i) ba,

ity ba 4 7,

(iii) 10a + 14,

(iv) 10a 4 14 + b.

El juego de Nim (Ver Bibliograiia N? 50; pdgs. 16-19) puede
analizarse completamente mediante los nidmeros binarios. Otro
juego relacionado con ntimeros binarios (Bibliografia N© 43; pag.
89) necesita k tarjetas para el caso en que se consideran ndmeros
menores que 2%, Todos los enteros positivos menores que 2° tienen
un desarrolle tinico como suma de potencias de dos en la forma
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(u - 15) M=ty -Gy 248, ¢ 22 . gy - 299,
endondea, =0061(i=1,2,..., k). La primera tarjeta contiene
toclos los enteros positivos menores que 2 para los cuales a, = 1, la
segunda aquéllos para los cuales 4y = 1, ..., as de orden k aque-
los para los cuales ¢* = 1. El primer ntimero de la j-ésima carta es
2’°1. Por consiguiente, para determinar un ndmero, sélo se necesita
saber en qué tarjeta aparece, es decir, las potencias de 2 que se
utilizaron en su desarrollo binario. Cualquier persona que se fa-
miliarice con el juego puede, entonces, decir el nimero sin mirar
las tarjetas, puesto que se ha dado su representacién como ntime-
ro binario. El nimero deseado es la suma de los primeros nime.
ros en cada una de las tarjetas donde aparece. Por ejemplo, si
k== 4, tenemos las tarjetas

1 9 2 10 4 12 8 12
3 1 3 11 5 13 9 13
5 13 6 14 6 14 10 14
7 15 T 15 715 11 15

El niimero 5 =1 4 0 + 2 4 1 - 22 aparece s6lo en la primera
y tercera tarjeta. El nimero que aparece sélo en la segunda y ter-
cera tarjeta es 0 » 20 4- [ - 2 4 1 - 22 = 6, El nimero que apa-
rece solo en la primera, tercera y cuarta tarjetas es 1 - 20 4 0 -
241 -2 4 1-2%=18. En general, la representacién binaria
del numero es conocida tan pronto como se conocen lus tarjetas
en las cuales aparece el nimero, en (x - 158) a, = 1 si el nimero
n estd en la primera tarjeta, a, = 0 si n no estd en la primera tar-
jeta. Asimismo, considerando n < 16 o un conjunto mayor de
tarjetas que las dadas anteriormente, a, — 1 en (r-15) si n estd
en la tarjeta de orden ¢, de otro modo a, = 0.

ETERCICI1OE

1. Expresar 19 y 175 en base 2.

2. Ixpresar 95 y 348 en base §.

3. Expresar 75 y 6789 en base 7.

4. En cada uno de los ejercicios anieriores, sumar los dos nimeros usando
la base nueva. Comprobar la adicién sumande los dos nimeros 1al como se
dieron en la base diez y expresando 1a suma en la base indicada.
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5. Repetir el Ejercicio 4 efectuando la sustraccién del segundo ndmero me-
nos ¢l primero, en lugar de la adicion,

6. Repetir ek Ejexcicio 4, efectuando la multiplicacién.

7. Repetir ¢l Ejercicio 4, efectuando la divisién del segundo namero por el
primero,

8. Expresar el numero 12143, (el subindice indica la base) en base 10 y en
seguida en base 7.

9. Expresar 12143, en base 7 sin cambialo a base 10.

10. Proponer un método general para cambiar la base de cualquier entervo,
Ihustrar el método propuesto con tres enteros de por lo menos cinco digitos cada
uno v en donde todas las bases sean diferentes de diez.

11, Damos el siguiente ejemplo de la multiplicacién campesina rusa de
43 . 75. Las partes enteras de los cuocientes sucesivos de 48 dividido por 2 estén
alineadas al lado de los multiplos sucesivos de 76 multipticado por 2, En seguida
aquellos muiltiplos de 75 que corresponden a cuocientes impares de 43 se suman
para obtener el producto pedido.

48 75
21 150
(10) (300)
5 600
© (1200)
1 2400

48 . 75 = 75 4 150 4 GO0 - 2400 = 3225. Representar en el sistema binario y
proponer una demostracién de la validez de este método.

12. Encontrar los siguientes productos por medio de la multiplicacidn campe-
sina rusa 67 . 85; 78 . 120; 121 . 373,

13. La simplificacién siguiente :;; ofrece una respuesta correcta para la

cn base diez, Encontrar, en base diez, todas las fracciones mfn, en

fraccidn. (l;i
donde 10 < m < 20, ¥ 10 < n < 100, tales que después de efectuarse simplifi-
caciones semejantes a la del Ejercicio 13, den una respucsta correcta.

14, Encontrar todas las fracciones m/n tales gue m, n sean nimerod de dos di-
gitos en base diez y que al simplificar como en el Ejercicio 15, resulte una respuesta
correcta,

15. Demostray que no hay fracciones como las que se piden en el Ejercicio 14,
gi los niimeros se expresan en base p, en que P es un mimero primo.
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1 -7 Notacién decimal
Im-7 NOTACION DECIMAL. La represen
tacién de un nimero en base 10 se llama notacidn decimal del
numero. En el Capftulo 11 -6 hemos encontrado que cualquier en-
tero positivo m tiene una representacién unica en la notacién de-
cimal, es decir,

Ny = a,.IO" + |‘1]'r1t=»110"-l + arn + ﬂ-xlo + a,,

en donde

m = 10 m, + a,
m;, = 10 my; 4+ a,

m, = 10 - 0 + a,
y0=a; < 10, 4.5 0.

Consideraremos ahora la representacién en la notacidn decimal
de los niumeros racionales positivos s/n. Esta representacién tam-
bién est4 basada en el Algoritmo de la Divisién. Por ejemplo, dado
el nimero 51/8, podemos calcular

51l =— 6 - 8 L 3,
80 — 8 - 8 4+ §
60 = 7 - 8 4 4,
40 =5 -8 4+ 0,

y escribir 51/8 = 6.3750. En general, dado cualquier nimero ra-
cional positivo s/n, podemos usar el Algoritmo de la Divisién y
escribir

s=mn <41,

en donde 0 = m y 0 = r < n. El entero positivo m tiene un de-
sarrollo decimal como en el caso anterior. El digito de los décimos
en el desarrollo decimal de r/n, y por lo tanto de s/n, es b,, en
que
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10r — bn f 1, 0 = 1y < 1.
El digito de los centésimos es b,, en que
107, = bon L1, 021, < 12

y en general, para cualquier entero positivo j, el digito j-¢simo
hacia la derecha del punto decimal en el desarrollo de s/n es by,
en donde

107, =bmn o r, 0 =1 < n.

Queda por demostrar que se necesita unicamente un nuamero fi-
nito de estas etapas para obtener la representacion de s/n en la
notacién decimal.

En realidad, existe un conjunto infinito numerable de restos
7, (f= 1,2 ..) tal que 0 = 7, < n. Sin emburgo, puesto que cada
7, es un elemento del conjunto 0, 1, 2, ..., n — 1, hay solamente un
mimero finito de valores distintos de los restos r,. En efecto, deben
existir enteros p, y ¢ = P 4 ¢, en que ¢ es positivo, tales que 7y
= f¢1, ¥ POT lo tanto

ﬂb, + Tp = nbt + 7o
ﬂ-(b, p— b() —_— 'rg — 7

Puesto que los enteros positivos son bien ordenados, existen en-
teros positivos minimos p y ¢ que tienen las propiedades anteriores.
Cualquier p; > p y cualquier entero positivo multiplo de ¢ tam-
bién tiene estas propiedades. S8i b, = b,, entonces 1, = 7,. 5i b, 5%
b,, entonces n es divisor de 7, — 1, enque 0 =7, < 1, 0 = 7
< n,y por lo tanto 7y — 7, = 0 = b, -~ b, contrariamente a nues-
tra creencia de que b, £ b,, tenemos que b, = b, y 7, = 7. De
este modo hemos demostrade que existen enteros positivos diferen-
tes p, g tales que 7, , = 7., y que esta ignaldad implica 7, = 7,
es decir, 7, = 7,.,, en donde g = p -} #. Finalmente, segtin el prin-
cipio de induccién matemitica, 7, = 7. para todoslos j = p — 1
Y el numero positivo racional s/n puede escribirse en Ia forma:

b . b b
B0+ - a0 tathrimt o Tt tomt

C c Ca €t €1
o= 10°+—1 i 10_;+| + 10°+iFL £ e o 10781 + 100 e
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-7 Notaeidn decimat
Hemos, hecho una demostracién completa de que todo nimero
racional positivo puede representarse por un decimal periédico.
En la préctica, como en la teorfa, se procede como se hizo anterior-
mente para encontrar los r, hasta que algtn 7, sea cero, o sea, igual
a algin r,, en donde k < j. Por ejemplo, dado 153/7, se calcula

153
60
40
50
10
30
20

2

PSR e 2] Ot QD e
wy =1 =3 =T =Y ~J =)
bl ek
O b G0 == Ot B h

-

1T O T T |

de donde 15%/7 = 21.857142857142... Puesto que los decimales
precedidos de signo se emplean para representar mameros precedi-
dos de signo, todos los nimeros racionales pueden representarse
como fracciones periédicas. Reciprocamente, dado cualquier deci-
mal d en el que se repiten una y otra vez ¢ digitos, podemos cal-
cular el decimal finito 10‘d — d (Cap. 1-10) y expresar d como
un ntmero racional, De esta manera hemos demostrado que todo
ndmero racional puede expresarse como un decimal periddico, y
viceversa. Los temas que siguen de este capitulo son importantes
para la teoria de los ntimeros pero pueden suprimirse sin pertur-
bar la organizacion de este texto.

EJERCICIOS

1. Emplear el métode anterior de restos sucesivos y expresar cada uno de los

siguientes nimeros racionales en notacién decimal:
1 1 3 2 1 3
T’ B0 1t 3 10 188
: R 17 25 11 75 125

2. Repetir el Ejexcicio 1 para 5 T Y g Y ¢

3. Demostrar que tode nimero racional puede representarse como un deci-
mal periddico, valiéndose de que se. obtienen a lo mds g restos diferentes de los
cuocientes 107 /g, en donde j = 0, 1,2, . . ..

4, Examinar ct caso de la representacién de niimeros racionales en el sistema
binario de nimeros,
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II-8* CONGRUENCIAS. Procederemos ahora a
dividir el conjunto de los enteros en subconjuntos o subclases res-
pecto a un entero m dado elegido arbitrariamente. Por ejemplo, de
aquf a tres horas, de aqui a cincuenta y una horas, hace veintiuna
horas, y, en general, 8 -} 24% horas de ahora en adelante para cual-
quier entero k, todos representan la misma hora del dia. Los nu-
meros de horas, 8, 51, —~21, 8 4 24k son equivalentes en cierto
sentido respecto a un dia de veinticuatro horas. Se dice que los
nimeros son congruentes moédulo 24 y se escribe 3 = 51 (moéd.
24y . Asimismo, dngulos de 309, 390°, —3300, 7509, y en general,
30° 4- (860k)° para cualquier entero k pueden representarse gra-
ficamente utilizando los mismos lados inicial y terminal. Ademds,
siempre que 4ngulos de a° y de b° puedan representarse utilizando
los mismos lados inicial y terminal, tenemos que a = b 4 360 &
para algun entero & y se puede escribir 2 = b (méd. 360). En
general se dice que dos enteros @ y b son congruentes modulo un
entero m si y sblo si existe un entero ¢ que satisfaga la igualdad
a = b 4} ¢m, Todas las veces que tal entero ¢ exista, podemos es-
cribir ¢ = b (méd. m) y llamar a m el mddulo de la congruen-
cia. Esta definicién es equivalente a la relacién ¢ = & (mdd. m)
si y s6lo si @ — b es divisible por m. Por ejemplo 3 = 8 (mdéd. 5),
— 8 =29 (mdd. 6), y dos enteros pares cualesquiera son congruen-
tes médulo 2,

La congruencia médulo m es una relacién de equivalencia
(Cap. 1-3), dado que es reflexiva, simétrica, y transitiva, es decir,

(i) @a == a (mdd. m),
(i) 4 = b (m6d. m) implica b = a¢ (méd, m), y
(ili) a = b (méd. m) y b = ¢ (mdéd. m) implican ¢ = ¢
(méd. m).

Es ficil demostrar estas tres propiedades basindose en las de-
finiciones ya citadas: @ = a 4 Om; si a = b - km, entonces b
—a+4 (—Rm;sie =b -+ kmy b= c 4- hm, entonces a = ¢
<4~ (h 4+ k)m. La relacién de equivalencia — puede considerarse
como un caso especial de =, en que el m = 0. Sin embargo, en
nuestro estudio nosotros vamos a admitir que m = 0.

Consideraremos en seguida algunas de las propiedades de esta
nueva relacién == (méd. m). Las congruencias médulo m pueden
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tr-8 Congruencias
combinarse empleando las operaciones del anillo: adicién, sustrac-
cién, y multiplicacion, es decir, si a ==b (méd. m) y ¢ = d (méd.
m}, entonces,

(m-16) a4+ ¢ =& 4 d (méd. m},
(r-17) a —c=b — d (méd. m),
(11 - 18) ac = bd (méd. m).

Estas congruencias pueden demostrarse directamente basiandose so-
bre la definicion de congruencia. Sia = b 4 smy ¢ = d 4 tm,
entonces

a4 c="bb4d+4 (s t)m,
a—¢=2b—~d+ (s — pm,
y ac = bd - (bt 4 sd 4 stm)m,

en que s - ¢, s — t, y bt 4 sd 4 stm son enteros, ya que el con-
junto de los enteros es cerrado con respecto a las operaciones del
anillo. La congruencia (u - 18) puede aplicarse para el caso espe-
cial de que ¢ = ¢, b = d y, por induccién matemdtica, resulta para
cualquier entero positivo n

(I1- 19) & = b* (méd. m).

Por ejemplo las congruencias 2 =7 (mod. 5) y 8 =8 (mdd. 5)
pueden sumarse y resulta 5 = 15 (mdd. 5); pueden resiarse y se
obtiene —1 == —1 (méd. 5) ; y multiplicarse para obtener 6 == 56
(méd. 5). También se puede elevar al cuadrado ambos miembros
de Ia congruencia 2 = 7 (méd. 5) y se obtienc 4 = 49 (méd. 5).

Dado que para la formacién de un polinomio sélo se necesitan
operaciones anillo (Cap. 11-2), pueden aprovecharse las con-
gruencias (u-16), (un-17), (u-18), (n-19) para obtener

TEOREMA 11- 14, Sia == b (mbéd. m) y f(x) es un polinomio con
coeficientes entevos, entonces f(a) = f(b) (méd. m).

Consideremos como un ejemplo de este teorema al polinomio
f(x) = x% — 3x% 4. 2x 4+ 1 y a ia congruencia 2 = — 1 (mdd. 3),
f(2)=8—-12444+l=lyf(=)=—1—8—-24+1=-5
= 1 (mdd. 3).
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Meserve / Conceptos fundamentales de dlgebra
También rige la ley cancelativa para las congruencias. Si ak =
bk (méd. m), su diferencia es un multiplo de m, es decir (a — bk
= tm. Sea d = (k, m), entonces

(@ — bk/d = tfm]d) y a = b (méd. m/d).

Por ejemplo, 2 = 8 (mdd. 6) implica 1 = 4 (mdd. 3); 12 =
32 (mdéd. 10) implica 6 = 16 (mdéd. 5) y 8 = 8 (méd. ). Si ak
= bk (mdéd. m) v (k, m) = 1, entonces a == & (mé6d. m). En gene-
ral, se tiene.

TEOREMA 11-15. 8t ak = bk (mdd. m) y (k, m) = d, entonces a =
b (méd. my), en que m (= dm,.

Las congruencias pueden servir para dar pruebas de la divisi-
bilidad de cualquier entero n por un entero m. Todo entero posi-
tivo puede expresarse univocamente (Gap. 11-6), en la forma (1-20)

(I120) ne=—a, 4a,+10 4 a,- 102 4 ... 4 au - 10%,

en donde 0 =< a4 = 9 siendo ¢ =1, 2, ..., k. La prueba tan fa-
miliar para la divisibilidad por 2 se encuentra considerando am-
bos miembros de (1-20) con respecto al médulo 2. Dado que 10
= 0 (mdd. 2), podemos reemplazar 10, 102, ..., y 10* por 0 en el
caso de que se considere a » en {11-20) con respecto al médulo 2, Lue
go n == a, (mdd. 2), es decir, n = a, + 2¢ para cualquier entero ¢,
y n es divisible por 2 si y solo si a, es divisible por 2. Asimismo,
de 10 =1 (mdéd. 8) y de la relacién (1-19), se tiene n = a, - a,
+ ... 4 a, (méd. 8), es decir, n es divisible por 3 si y sélo si la
suma de sus digitos es divisible por 8. Puesto que 102 = 0 (mdd.
4), se obtiene n = a, + 10a; (méd. 4), en donde n es divisible
por 4 si y s6lo si el niimero compuesto por sus ultimos dos digitos
es divisible por 4. También s¢ puede usar (11-20) para obtener:

n = a {mod 35),
n = o+ 31 + 202 = a5 — 30 — 205+ g
+ 3a; 4 205 — a3 — - - - (mod 7),
{(2-21) n=a+a+---~+a (mod9),
n=ag —a+a—a+---+ (=1 (mod 11),
n = dag— 3@, — 4a= — a3 + 3a; + das + a5
— 3ay — 4as — ay -+ - - - (mod 13),
n = ap + 10a; (mod 25),
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y muchas otras pruebas semejantes para la divisibilidad. Por ejem-
plo, 342538 = 0 (mdd. 7), es decir, es divisible por 7, dado que a,
=8, a,=8,a,=5,a,=2,8,=4% a; = 3, y empleando la prue-
ba que acabamos de sefialar, 342538 =8 -3 - 3 + 2~ 5—2~3 -
4 -2 - § =7 =0 (m6d. 7). De manera andloga, 3637425 es divisible
por 11, y 7587125 es divisible por 13. La naturaleza periddica de los
multiplos de los digitos a, se examina en los Ejercicios 5 y 6, Cap.
1-10.

Antes de la invencién de la mdquina de calcular, se revisaban
muchos procedimientos aritméticos por el método de calcular los
nueves, es decir, se consideraban los niimeros con respecto al mo-
dulo 9 como en (11-21) y se empleaban las congruencias (1-16),
(u=17), y (11-18). E1 producto 321 - 152 = 48792 se revisaria por me-
dio de las congruencias 321 = 6 (méd. 9), 152 = 8 (méd. 9), 321 -
152 =6 + 8 = 48 = 3 = 48792 (mdd. 9). Este método no es una
revisién perfecta, ya que no se localizan algunos errores, como por
ejemplo, el intercambio de dos digitos. En el caso de un cuociente
a/b = q + 7/b, 1a relacién a = gb 4 r debe ser valida y se com:
prueba que ¢ = gb 4 7 (méd. 9). Por ejemplo, la ecuacién
83 5

T = 4 4 11—:; se comprueba considerando que 83 = 4 - 17

-+ 15, 1o que resulta 2 == 4 - (—1) 4+ 6 (médulo 9).

EJERCICIOS

I. Demostrar que & = 1 (médulo 8), en donde a es cualquier nimero impar,

2. Proponer cuatro cjemplos del Teorema 1-14, usando polinemios de por lo
menos tercer grado.

3. Encontrar f(33) (mod.8) si fix) = 7x* 4 13x! < 72x* 4 2153.

4. Proponer tres ejemplos numdricos gue ilustven el Teorcma 1-15.

5. Proponcr pruebas de la divisibilidad por 6, 8 y 13.

6. Examinar st 1118 y 23,535 son divisibles por 7, 9, 11 y 15 usando los teo-
remas de congruencia.

7. Comprobar lo siguiente por el método de “calcular los nueves™

) 1235 . 341 = 421135
b) 852 4- 1289 4 251 4172 = 2514,

8. Exponer un método para “calcular los onces”. Repetir el Ejercicio 2,
calculando los onces.
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9. Encontrar una demostracién de la divisibilidad por 4, de nitmeros expre-
sados en base cinco. Proponer un ¢jemplo de tres digitos y otro de cuatro digitos.

10. Proponer una demostracién de la divisibilidad por # — I para niimeros
expresados en base n.

11. Proponer una demostracién de la divisibilidad por n - | para nimeros
expresados en base n.

12, Proponer demostraciones de la divisibilidad por 4, 8 y 16 y demosttar
que se necesitan considerar cuando mds b digitos para probar la divisibilidad por
2* de cualquier entero dade expresado en base 16,

13. Demostrarque a = & (méd. m), 0 < a < m, 0 < b < m, implicaa = b.

14. Tres hermanos decidieron en el colegio repartir su caja comuin de bolitas
entre las siete miembres de su pandilla. El primere de los trés hermanos que
llegd a su casa repartié las bolitas en sicte grupos y Ie sobré una bolita, tomé
su pila y la bolita sobrante. El segundo hermano, llegd a su casa, repartié las
bolitas restantes en siete pilas, le sobré una dolita que dio a su hermana y tomd
su pila, Cuando el tercer hermano Hegé a su casa, separé las bolitas restantes
exactamente en siete pilas iguales. Encontrar el menor mimero posible de
bolitag para el mimero original de bolitas. Dar todas las soluciones considerando
¢l problema como clase de congruencia (Cap. u-9). ({Indicacidn: Comenzar
expresando el ndémero pedido en base 7, por ejemplo, N —abc,).

I1-9% CLASES RESIDUALES. FUN.
CION $ DE EULER. Dados dos enteros cualesquie-
ra ¢ y m, el Algoritmo de la Divisién establece que existen ente-
r0s g y7, 0 = v < m, tales que ¢ = gm - r. El namero 7 se
Nama el residuo de ¢ con respecto al médulo m y se escribe ¢ = r
{(méd. m) . Por ejemplo, 7 = 2 (mdéd. 5), 31 = 1 (méd. 5), 102 =
2 (mdd. 5). La totalidad de los nitmeros ¢ tales que ¢ == 7 (méd.
m) se llama clase residual o clase de congruencia con respecto al
médulo m y se indica por {r] (méd. m). Los ntimeros de la clase
[r1 (mdd. m), son

r,rxm,r i 2mr 4+ 3§ m, ..

Por ejemplo, la clase residual [2] (méd. 5), comprende a los nu-
meros

wy —18, —8, =8, 2, 7, 12, 17, ...

Todo entero positivo, negativo o cero pertenece, con respecto
al médulo 5, a una de las clases residuales [0], [1], [2], {31, {4]
(mdd. 5). En general, todo entero pertenece, con respecto al mo-
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-9 Clases residuales, Funcidn # de Euler

dulo 2, a una de las clases residuales [0], [1], [2], ..., [m—1] (mdod.
m) (ver Ejercicio B). Para m = 2 todos los nimeros pares perte-
necen a la clase residual [0] (mdd. 2) y todos los niimeros impares
pertenecen a la clase residual [1] (mdd. 2) . Un conjunto de numeros
T1» Tz +++ Tm, €0 que cada uno de ellos pertenece a cada una de las
clases [0], {1}, [2], ..., [m—1] (mdd. m), se llama un sistcrma resi-
dual completo, con respecto al médulo m. Por ejemplo, los niime-
ros 5 y 8 forman un sistema residual completo con respecto al mo-
dulo 2; los nuumeros 64, 17, 34, y —1 forman un sistema residual
completo con respecto al méddulo 4.

Una clase residual [r] (moéd. m) puede ser expresada en funcién
de cualquiera de sus elementos, es decir, [r] (méd. m) = [r 4 km]
(m6d. m) para cualquier entero k. De este modo, para cualquier
entero m el niimero total de clases residuales distintas con respecto
al médulo m es [m|. Un conjunto de nimeros 7, vy, ..., ¥m €S UN
sistema residual completo con respecto al médulo m si y solo si 7,
7, (méd. m) siemprequeistjei,j=12...,m.

Los sistemas residuales completos pueden usarse en la determi-
nacién de todas las raices n-ésimas de la unidad a partir de una
raiz n-ésima primitiva dada de la unidad. Por definicibn (Cap.
-17), 5 es una raiz n-ésima de la unidad si y sélo si n es el entero
positivo menor k tal que s* == L. Luego si s* = 1, podemos escri-
bir m = gn « 7, en donde 0 = r < n, y obtener s" — ™" =
§" - 5" == §" = 1. Ahora, dado que 0 =7 < n, 8" =1 y n es el
menor entero positivo £ tal que s* = 1, tenemos que r = OCym
= qn, es decir, s" = 1 si y s6lo si m = 0 (mdéd. n), en donde s es
una 7-ésima raiz primitiva de la unidad.

El Teorema de De Moivre (Cap. 1-17) establece la existencia
de por lo menos una raiz n-ésima primitiva de la unidad para
cualquier entero positivo n. Dada una raiz s n-ésima primitiva de
la unidad, resulta que, segiin {Cap. 1-17), toda potencia entera de s,
por ejemplo, s', era también una rafz n-ésima, dado que (s') =
(s") = 1' = 1. Ademius, si & = s", entonces ' = 1yt — u=10
(méd. n), es decir, t = u (méd. n). De aqui que dos potencias enteras
de una rafz n-ésima primitiva de la unidad sean distintas si y sélo
si los exponentes pertenecen a distintas clases residuales con resy
pecto al médulo n, Despuds de esto, pedemos generalizar el Teo-
rema 1-7, como sigue:
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Meserve 7 Conceptos fundamentales de 4lgehra

tEOREMA 11-16. Todas las n-ésimas raices de la unidad estdn da-
das por la sucesidn

T e
LG Y 1o SN o

en donde s es una raiz n-ésima primitiva de la unidad y los 1,
forman un sisteme residual completo respecto al mddulo n.

Por ejemplo, si n = 4, entonces 16, —11, 30, 67 forman un sis-
tema residual completo y todas las rafces cuartas de la unidad per-
tenecen al conjunto '¢ = 1, i1l = 4, 130 = —], %7 — —1i, en don-
de i = \,f’:T

Definiremos, en seguida, un segundo tipo de sistema residual,
llamado sistema residual reducido.

El nimero de enteros positivos menores que o iguales a m y
ptimos respecto de m, se denota por ¢ (m) para cualquier entero
positivo m y se llama el indicador (totient) dc m o funcion ¢ de
m de Euler. Por eso, ¢ {m) es el numero de enteros k del conjunto

(11-22) L2 3 ., m—Lm

talque (k,m) = 1;¢ (2) =1, ¢ 38) =2, ¢ (4) =2, ¢ (B) =
4, ¢ (6) = 2, .... De lo anterior y de la definicién de nimeros
primos entre si {Cap. 1n-1), se obtiene ¢ (1) = I

Si (r, m) = 1, entonces para cualquier entero k tenemos (v -
km, m) = 1, es decir, todo elemento de [r] (mdd. m) es un nu-
mero primo con respecto a m. Por consiguiente, una clase resi-
dual [r] (mod. m) es prima respecto de m si y sélo si (v, m) =
1. Utilizaremos estas relaciones para definir un sistema residual
reducido. Un conjunto de nimeros 7y, 7x ..., T, €N que cada
uno de ellos pertenece a cada una de las clases residuales que son
primas respecto de m, se llama un sistema residual reducido respec
to del médulo m.

Este segundo tipo de sistema residual puede emplearse también
en el estudio de las n-¢simas rafces de la unidad. Supongamos que
5 es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, y consideremos que %
sea tal que s* sea una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Enton-

ces (s*)* = 1 para cualquier entero k, dado que s es una raiz n-
¢sima primitiva. Si (k, n) == d > 1, entonces & = k,d, n = n,d,
en donde n; < ny(s*) = (MY = ("M = 1M = 1, es decir,
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-9 Clases residuales, Funcién ¢ de Buler

5* no es una raiz n-ésima primitiva si (f, n) = d > 1. 81 (, n) =
1y (s = 1, entonces km = 0 (mdéd. n); es decir, n | km y, segin
el Teorema 19, n | m, de donde s* es una raiz n-ésima primitiva
de la unidad. Por consiguiente, s* es una raiz m-¢sima primitiva
de 1a unidad si y sdlo si (&, ) — 1. Esto nos permite encontrar
todas las raices n-ésimas primitivas dada una raiz n-ésima primitiva
de la unidad.

TEOREMA 11-17, Si 5 es una raiz n-ésima primitiva de la unidad,
entonces todas las raices n-ésimas primitivas de la unidad per-
tenecen al conjunto

SL R e 8T

en donde las r forman un sistema residual reducido con respec-
to al mddule n.

Usaremos también los sistemas residuales reducidos en las de
mostraciones del Teorema de Fuler y del Teorema Simple de
Fermat en la seccién 10 de este Capitulo 11

EJERCICIOS

1. Rscribir los sistemas residuales completos con respecto a los siguientes
médulos enteros: 4, 5, 9, 11 y 16.

2. Escribir los sistemas residuales reducidos con respecto a los siguientes
médulos enteros: 4, 5, 9, 11, 16, 31, 60, ~70.

5. Demostrar que los nimeros —5, =2, 12, 26, %0, 583 formoan un sisterna
residual completo respecte al madulo 6.

4. Demostrar que m enteros consecutivos cualesquicra forman us sistenia
residual completo respecto al médulo m.

5. Demostrar que si (d, m) = 1, cntonces d, 2d, %4, ., ., md forman un
sistermma residual completo respecto al mddulo m.

6. Demostrar QUE 8 4 T, & = ¥y @ 4 Ty -+« @ - 7, €5 U Sistema residual
completo respecto al médulo rz para cualquier entero a si v, 7, 7, - - - . 7, €3 UN
sistema residual completo vespecto al inédula m,

. Expresar un sistema residual completo respecte al médulo mn cn que
{m, r) = | ca funcién de sistemas residuales completos dados de m v n

8. Por medio del Algoritmo de la Divisidén demostrar que todo entero perte.
nece, respecto 2l médulo m, a una y solo una de las clases residuales [0], (1), . . -,
[n — 1] (méd. m) en donde m 54 0 es un entero arbitrario.
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Meierve { Conceptos fundamentales de dlgebra
9. Definir (2] J- [b] = [a 4 b] respecto al médulo m; {e] . [b] = [ab] con

respecto al modulo m, ¥y demostrar que estas definiciones son independientes de

los clementos p:trticula;es a, b clegidos de las clases residuales [a], [b] respecto al
médulo m.

10. Demostrar que las clases residuales, modulo 5, forman un anillo.

11. Demostrar que las clases residuales, médulo 6, forman un anillo.

12. Demostrar que las clases residuales, médulo m para cualquier entero
m 56 0 forman un anillo,

I3. Itustrar el concepto de divisores cevo (Cap. 1-14) por medio de clases
residuales tespecto al médulo 6,
14. Demostrar que las clases residuales, médulo 5, forman un campo.

15. Demostrar ¢que las clases residuales mddulo p para cualquier nlimero
prime p forman un campo.

11- 10% EVALUACION DE ¢ (m). Dadoque
todo entero positivo puede expresarse de una manera Ttnica
como el producto de mimeros primos (Teorema 11-8) evaluaremos
primero la funcidén ¢ para los niimeros primos. 8i m es un nime-
ro primo, entonces todo ntmero, excepto m, en la relacién (1-22)
es prima respecto de m y ¢ (m) = m —L Sim = p°, en que p es
un nuamero primo, entonces en €l conjunto 1, 2, 3, .., p, 4 1,
v 29, 20 + 1, ..., 8P, ..., D7, $6lo los nUimeros p, 2p, 8p, ..., (Pp**)p
son divisibles por p. Por consiguiente, p* — p** de los niimeros son
primos respecto de p (Teorema 1-5) y

#(p°) = p‘(l -;i—)-

Demostraremos, en seguida, que si m — uwv, en que (¥, v} = 1,
entonces ¢ (m) = ¢ (1) ¢ (v) ¥, en general, la funcién ¢ de un pro-
ducto de factores primos entre si, es igual al producto de las fun.
ciones ¢ de los factores. Esto puede demostrarse rdpidamente te-
niendo en cuenta que hay exactamente ¢ (m) raices m-ésimas pri-
mitivas de la unidad y que todas las raices m-ésimas de la unidad
forman un grupo ciclico (Cap. 1-17). Se obtiene una demostracion
mas larga, pero mis elemental, escribiendo todos los enteros I, 2,
3, ... uv en una ordenacién rectangular, como sigue:
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1 2 3 e T

u1 1°-}-2 u4-3 vo. tu4-h sun oM
2u}-1 2u-+-2 2u--3 -o. 2u4-h -
wv=Dusl (v—=Du42 (v—~1)ui3 = (;;—l)u-q-k o tm

Por ejemplo, si 4 = 5 y v = 3, se escribe:

1 2 L] 4 b
6 7 8 g 10
11 12 13 114 15

Cada hilera forma un sistema residual completo respecto al mé-
dulo u. Cada columna forma parte de una sola clase residual
(mod. u), es decir, todo elemento de la columna encabezada por
el nimero k pertenece a [h] (méd. u). Siendo asi, los e¢lementos
de la columna encabezada por h son primos respecto de w, si y
solo si (h, u) = 1. El nimero de columnas cuyos elementos son
primos respecto de u es, por lo tanto, ¢{u). Demostraremos, en
seguida, que en cada columna no hay dos elementos que pertenez-
can a la misma clase residual respecto del médulo v. Considere-
mos su -~ h y tu 4 h, Segin el Algoritmo de la Divisién,

sUubh=quv+r, 0=r, <uv,
tut h—=gqur, 0=r <uw

Supongamos que 7, = r,, entonces (§ — Hu = (g, — §.Jv. Puesto
que (u,v)=1yu > 0, o bien g, = ¢, o bien v es divisor de s — ¢.
Peros < v, ¢t < v y segtin el Ejercicio 8, Cap. 1- 1, se tiene s = ¢,
es decir, no hay dos elementos distintos de ninguna columna deter-
minada que sean congruentes respecto al médulo v. Ya que hay
v elementos en cada columna, cada columna constituye un sistema
residual completo respecto al médulo v y contiene exactamente
¢ (v} elementos que son primos respecto de v. Por consiguiente, en
cada una de las ¢ (u) columnas de elementos primos respecto de
u, hay ¢ (v) elementos que también son primos respecto de v, ¢s
decir, hay ¢ (u) ¢ (v} elementos primos respecto de u y de » simul-
tdneamente y, por consiguiente respecto de uv (Teorema 11-9). En
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otras palabras, ¢ (uv) = ¢ () ¢ (v). En general, si my, my, ..., M
son k enteros positivos que son primos entre si, entonces

¢ (mymy ... me) == G (M) § (Mg) .. ¢ (M),
De los dos 1ltimos parrafos y del Teorema 11-8, resulta

TEOREMA 11 - 18, Para cualquier enilero positivo m = py** + py**
o+ Patls, €1 que los p son nimeros primos distinlos,

d(m) = m(i -;1‘)(1 - ;i-) S (1 - _5;)

Por ejemplo: ¢(13) = 15(1 - (1 — %) =8
o también #(15) = ¢(3)¢(5) =2-4 =8,
Tenemos también el

TEOREMA 11 - 19.  Dados enteros positivos m, n, d, tales que m =
nd, el ntmero de enteros k= m lal que (k, m) = d, es ¢ (n).

Esto se demuestra facilmente, ya que todo numero = m = nd
que tenga un divisor d es uno del conjunto d, 24, 8d, td, ....
(n - 1)d, nd y (td,m}) = d o también (td,nd) = d si y solo si
(t,n) == 1. Por consiguiente, el nimero de valores de ¢, tales que
(td, m) = d es exactamente ¢ (n).

El valor de ¢ (m) para cualquier entero positive m puede encon-
trarse por medio del Teorema 11 - 18. Para m = 10,000 estos valores
se encuentran en un conjunto de tablas cuyo autor ¢s J. W. L.
Glaisher.

El siguiente teorema proporciona una aplicacion muy impor-
tante de la funcién ¢ (ver Bibliografia N¢ 43; pdgs. 272-310).

TEOREMA 1I - 20, TEOREMA DE EULER. Si m €5 un entero positivo
y a es cualquier entero tal que (a, m) = 1, entonces a*™ =1
(mdd. m).

Si m es un niimexo primo p, este teorema se convierte en el Teo-
rema formulado con anterioridad, por Fermat,

TEOREMA I11- 2]. TEOREMA SIMPLE DE FERMAT. §i p es un nir

mero primo y p + a, entonces a™1 =1 (méd. p).

El Teorema 11-2] se expresa con frecuencia en la forma a® = a
(méd. p) que es valida para todos los enteros positivos a.
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Una demostraciéon del Teorema 11-20 y por lo tanto también
del Teorema 1i- 21, supone un sistema residual reducido con res-
pecto al médulo m, por ejemplo 74, 7e, .-, ¥¢dim Dado que por
hipbtesis (a, m) == 1, el conjunto de elementos ar,, ar, ..., aT¢wm
también constituye un sistema residual reducido respecto al mddu-
lo m. Por lo tanto, los elementos de los dos sistemas deben ser
congruentes mddulo m en pares (siguiendo alguna ordenacidn) y
por medio de la aplicacién repetida de la relacién (11 - 18), tenemos

@I Ty L Ty =TTy . .. T (M. m)

Por definicién de un sistema residual reducido (r., m) = 1, en que
1= 1,2, ... ¢ (m) Siendo asi, segiin el Teorema 1 -15, podemos
dividir ambos miembros de la ecuacién anterior por 7,7; ... Y¢res
y obtenemos ¢*™ == 1 (mdéd. m). Con esto se completa nuestra
demostracién del Teorema 1-20 y también del Teorema 11-21.
En las dos wltimas partes de este capitulo estudiaremos congruen-
cias lineales y problemas diofinticos.

EJERCICILOS

1. Encontrar ¢(12), ¢(32), ¢ (17}, #{31), ¢ (60).

2. Demostrar que (n —1)1 = 0 (mdd, m), en donde n es cualquier nimero
compuesto difevente de 4.

3. Demostrar que (a - b}* = a® 4 b? (méd. g}, en donde a y b son enteros
cualesquiera y p es cualquier numero primo.

4, Verificar el Teorema de Euler paraea =7y m = 12,

5. Si (m, 10) = 1, demostrar que en la prueba para la divisibilidad por m
de cualquier numero suficientemente grande expresado en base 10, los multiplos
de los digitos deben aparecer en conjuntos muy parecidos a los digitos de un
decimal periédico. Por ejemplo, 10? == 1 (méd. 11) yn=a,—a: 4+ ay—a; 4 ...
(méd. 11}, donde los miltiplos son el conjunto 41, —1 repetido hasta que se
hayan considerado todos los dfgitos del mimero dado.

6. Si (m, 10) =& 1, bacer m = 2°5*n y valiéndose del Ejercicio 3, Cap. n-7,
demostrar que para cualquier nimero m suficientemente grande, los multiplos
de los digitos aparecen en conjuntos que se repiten después de haber considerado
cierto numero finito de digitos,

II-11* CONGRUENCIAS LINEALES. La
aritmética se preocupa principalmente de ndmeros. En dlgebra
se introducen nuevos simbolos llamados variables (Cap. 1m1-1).
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Ahora nos apartaremos momentineamente de la aritmética y vol-
veremos al algebra. Segin la teoria de las ccuaciones, podemos
considerar el problema de encontrar enteros x¥ que satisfagan una
congruencia de polinomios f(x} == 0 (méd. m). Si a es un ¢éntero
tal que f(a) = 0 (méd. m) ya= 10 (méd. m), entonces, segun el
Teorema 11t - 14, tenemos f(b) == 0 (mdd. m) y existe un conjunto
de enteros inlinito numerable

a,¢*+=m,a = 2m,u *+ 5m, ...

que satisface la congruencia f(x) = 0 (méd. m). Se habla de la clase
residual completa [a] (méd. m) como la tinica solucidn de la con-
gruencia de polinomios. De esta manera el ntimero de soluciones
de f(x) == 0 (méd. m) es el mimero de clases residuales [, [,
.- [r] (méd. m) tales que f(r;) = 0 (méd. m). Dado que existen
exactamente m clases residuales distintas, cualquier congruencia
de polinomios dada tiene méaximo m soluciones respecto al mé-
dulo m.

En el anillo de los enteros, puede dividirse ambos miembros de
la ecuacién ax — b (Cap. 1%~ 1) por « si y s6lo si existe un entero
c tal que a¢ = b. De manera andloga, la divisibilidad de ambos
miembros de una congruencia respecto al médulo m por un entero
se relaciona con la solucién de una congruencia lineal ax = b
(mé6d. m). Por consiguiente se buscan valores enteros de la variable
% que satisfagan

(I1 - 28) ex = b (méd. m).

Estudiaremos primero un caso especial de (u-23). La con-
gruencia

(11 - 24) ax = 1 (méd. m)

es vdlida si y sélo si ax = 1 <= km o si ax - km == 1 para algin
entero k. Entonces, segin el Teorema 11-12, ax = 1 (méd. m)siy
s6lo si (a,m) = 1. Por consiguiente, (1i-24) tiene una solucion
vinica si y sélo si (a,m) = 1. Cuando (ir-24) tiene una solucién
tmica [b] (méd. m) cualquier elemento de [b] se llama reciproco
a” de a con respecto al médulo m. En consecuencia, un entero a
tiene un reciproco respecto al médulo m si y sélo si (e, m) = 1. Por
ejemplo: 3 es reciproco de 2 con respecto al médulo 5; 4 es rect-
proco de 2 con respecto al médulo 7, pero 2 no tiene reciproco
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con respecto al médule 6. Siempre se puede encontrar por medio
del Teorema 11- 12, un reciproco de n respecto al médule de m,
en caso de que exista, dado que si (n, m) = 1 existen enteros 4 y B
tales que Am - Bn == 1, y B es el reciproco de n con respecto al
médulo m.

Consideraremos ahora la congruencia (m-238). 8i (a,m) = 1,
entonces a tiene un reciproco a™, y pedemos escribir a’ax = a’h
(méd. m), x = a7’ (mdd. m). De esta manera (11-23) tiene una
solucién si (@, m) = 1. En general, si (a, m) | b, se hace (a, m) = d;
a=ad; m=md;yb=bd Luego (am,) = 1 yax = b, (mébd.
m,) tiene una solucidn x = a,”b, (méd, m,), es decir, a.x = b, 4
hm, para algtin entero k. De esta ecuacién obtenemos a,dx == b,d
+ km.d, o ax = b 4~ km, de donde (u-23) tiene una solucién
si (@, m)|b. A la inversa, st ax = b (méd. m) tiene una solucién
[r] (mdd.m), entonces ar = b -+ km para algin entero k, de
donde ar — km = b y (a, m)|b. Es asi como ax = b (mdd. m) tie-
ne siempre solucién si (a,m) = 1 y en general, tenemos el

TEOREMA 11-22. La congruencia ax = b (méd. m) tiene solu-
ci6n si y sdlo si d = (a, m) es divisor de b.

Por ejemplo, 2x =1 (méd. 6) y 3x =5 (mod. 6) no tiene solucio-
nes; 2x = 1 (md6d. 5) y 8x = 9 (mdd. 6) tienen solucién.

8iax = b (méd. m), y ay = b (méd. m), entonces ax = ay (mdd.
), y también ax = ay 4+ km. Como anteriormente, sea d == (a, m);
e = day, m == dm,. Entonces a;(x — y) = km; y x =y (méd. m,).
De aquf que dos soluciones cualesquiera de (11 - 23) sean congruentes
con respecto al médulo m;. 8i {x} (méd. m) es una solucién de (11-23),
entonces, valiéndonos de & = db,, tenemos a.dx = b,d 4 hdm,, de
donde a,x = b, - km,, es decir, cualquiera solucion de (11-23) es
una solucién de ax = b, (méd. m,). Segin el Teorema 1-22,
ax == b, (méd. m,) tiene una solucién [x,] (méd. m,) que, segin
ia demostracién anterior, es tinica, Por consiguiente, todas las solu-
ciones de (11-23) pertenecen a [x,] (méd. m,), es decir, al conjunto.

Xp, Xg = My, X £ 2y, ..., X0 = dmy, . ..

Dado que x, + dm; = x, (mdd. m), hay exactamente d soluciones

(méd. m), a saber [xo], [xs + mi], ..., [% = (d — I)m] (mdd. m).
Por eso tenemos el
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TEOREMA 11-23, Si ax == b (méd. m) tiene una solucidn, en-
tonces hay una solucidn unica (méd. m/d) en donde (a, m) =
d,y d soluciones (méd. m).

Por ejemplo, 6x = 9 (mdd. 15) tiene una sola solucién [4] (méd.
5) y tres soluciones [4], [9}, [14] (méd. 15) en donde d = (6, 15)

Resultados andlogos al anterior pueden obtenerse para con-
gruencias simultdneas respecto de varios médulos (ver Bibliografia
N 43; pdgs. 240-249) . En particular ¢l Teorema Chino de los Res-
tos se presta para muchos problemas interesantes. [Si los enteros
M, M,, ..., M, sON primos por pares, existen enteros x para los
cuales simultdneamente X = a; (mdd. my}; x = a, (méd. my),...,
x = a, (méd. m,)]. Sin embargo, en un tratado breve como el pre-
sente, deben suprimirse muchos detalles. Por este motive, conside-
ramos que hemos cumplido con nuestra finalidad de presentar
conceptos hidsicos de congruencias lineales y dejamos que el lector
prosiga el estudio de algunas interesantes aplicaciones, como la men-
cionada anteriormente, en textos dedicados enteramente a la teoria

de los nimeros,

EJERCICIOS

L. Demostrar que la factorizacién no ¢s necesariamente tnica (méd. my cuan-
do m no es un niimero primo, mostrando dos factorizaciones distintas de x* — 1
con respecto 4l médulo 15.
2. Resolver las congruencias:
a) 2 — 6x 4+ 5 = 0 (méd. 4);
b) x¥ 4 2x* 4 4x 4 3 = 0 (mdd. 5).
8. gCuidntas soluciones tiene Ia congruencia ¥ = x (méd. 17)?
4. Resolver la congruencia 7 4 2x* 4 8x' 4 X .l 3 = 0 (mdd. 5).
5. Encontrar ¢l reciproco de 7 (mdd. 13), de 5 (méd. 33) y de 12 (mdd. 49).
6. Resolver cuando sea posible:
a) 4x = I (méd. 5);
b) 4x = 1 (méd. 6);
c; 6x = 39 (mdd. 15);
= 39 (mdd. 34);
¢) 1250x = 1725 (mdd. 2000).
7. Encontrar todas las soluciones de las siguientes congruencias:
a) 4x = 6 (mdd. 10);
b) 10x = 8 (méd. 16).
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8. Demostrar el Teorema de Wilson: (p — 1)1 = — 1 (mdd. p), para cual-
quier mimere primo p.

9. Demostrar que dos congruencias x = a (mod. m) y ¥ = & (mod. n) tienen
una solucién comdn si y sélo si a = b (mdd. s), en donde s = (m, n). (Ver Biblio-
graffa N© 43; pédgs. 241-242) . Proponer un método para encontrar la soclucidn en
caso de que exista.

II-12* PROBLEMAS DIOFANTICOS. Ter
minaremos nuestro breve estudio de la teorfa de los nimeros, citan-
do dos famosos problemas. El primero se refiere a las soluciones
enteras de la ecuacidn de Pitdgoras o' 4= b = ¢'; el segundo se
conoce con el nombre de Ultimo Teorema de Fermat. Ambos pro-
blemas se refieren a soluciones enteras y pueden llamarse problemas
diofdnticos, es decir, problemas algebraicos en los que se piden
soluciones racionales. Estos problemas se incluyen en la mayoria
de los textos sobre teorfa de los nimeros, por ejemplo en (Biblio-
graffa N© 43; pégs. 165-208) vy (Bibliograffa N? 50; pags. 37-67 y
388-428) .

La ecuacién pitagbrica es una expresién algebraica del teorema
de Pitdgoras que dice que en un tridngulo rectingulo la suma de
los cuadrados cuyos lados son iguales a los catetos es igual al cua-
drado cuyo lado tiene la misma longitud que la hipotenusa. El
problema de encontrar todas las soluciones enteras de la ecuacién
pitagérica, se convierte precisamente en el problema de encontrar
todos los tringulos rectdngulos cuyos lados tengan longitudes
enteras. La solucién particular @ = 3, b = 4, ¢ == 5, junto con
a=5b=12,¢c=13ycona=8,b=15¢c= 17, era conocida
por los escritores chinos, hindies y egipcios de la antigliedad. Los
griegos atribuyen a Pitdgoras una solucién algo mds general

(11-25) a=2n+1,b=2n"4+2n,¢c=2n" + 2n 4 1,

donde n es cualquier entero.

Podemos verificar f4cilmente, por sustitucidn, que (11~ 25) es una
solucién para cualquier entero 7. Sin embargo, Ix relacion b - 1
= ¢ que debe ser valida para todas las soluciones que se obtienen
de (1r-25), no necesita ser vilida para todas las soluciones de la
ecuacién pitagérica, Por ejemplo, a = 8, b = 15, ¢ = 17 es una
solucién que no se puede obtener de (i1-25) . Muchas otras solu-
ciones como ésta resultan del hecho de que si a, b, ¢ es nua solu-
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cién de la ecuacién pitagdrica, entonces da, db, dc es también
una solucién para cualquier entero d. De aquf que (1-25) no
proporcione todas las soluciones de la ecuacién pitagérica o aun
todas las soluciones tales que a, b y ¢ sean primos entre si, es decir,
sean soluciones primitivas. Todas las soluciones primitivas de la
ecuacién pitagérica se dan en las férmulas. (Ver Bibliogr. N? 50;

pég. 40).
(X1 - 26) a=1 — 5, b =25, c =1 4§,
en donde(r,5) == 1, 0 < s < 7, v £ 5 (mod. 2).

El otro problema que mencionaremos ha sido un constante
desafio para los matemdticos por mds de trescientos afios.

TEOREMA 11 - 24. ULTIMO TEOREMA DE FERMAT. Si 7t €5 un ente-
70 mayor que 2, no existen enteros x, vy, z, tales que x" 4y
2", siendo xyz £ 0.

Fermat concibié este teorema como una extensién de la ecuacidn
pitagérica (ver Bibliograffa N¢ 43; pdgs. 203-207) y senalé que
tenfa “una demostracién verdaderamente maravillosa” de él, pero
nunca formuld la demostracidén, Aun cuando se han ofrecido im-
portantes premios por una demostracion y aunque el teorema ha
sido probado para todos los #n = 617, aun no se ha hallado una
demostracién general.

H. S. Vandiver hizo en 1946, una sintesis de todo lo relacionado
con este teorema hasta esa fecha, (Ver Bibliografia N¢ 51).

En todo este capitulo hemos considerado las propiedades del
anillo de los enteros. La divisibilidad y el Algoritmo de la Division
se utilizaron en el estudio de los niimeros primos, de la factoriza-
cién vnica, y en e} Algoritmo de Euclides. Se ha examinado también
la representacién de ntimeros en diversas bases. En la notacién de-
cimal se vio que todo miimero racional puede representarse en for-
ma de decimal periddico y a 1a inversa. Se utilizé el concepto de una
congruencia con respecto a un moédulo entero m para veriticar va-
rios métodos corrientes de comprobar la divisibilidad y los cdlculos
aritméticos. También se empled este concepto para subdividir el
conjunto de enteros en clases residuales o de congruencia. El con-
cepto de clase residual nos llevé a aquél de un sistema residual
completo respecto al médulo m que comprende exactamente un

y132¢



1t - §2  Problemas diofénticos
elemento de cada clase, Se descubrié en seguida que en cualquier
sistema residual completo con respecto al médulo m, los elementos
primos respecto de m constitufan un sistema residual reducido res-
pecto al médulo m. Dada una raiz m-ésima primitiva de la unidad,
se obtuvieron todas l[as raices m-ésimas por medio de cualquier
sistema residual completo respecto al médulo m, y todas las m-ési-
mas raices primitivas por medio de cualquier sistema residuaal
reducido respecto al médulo m. Las propiedades de un sistema resi-
dual reducido sirvieron para demostrar dos teoremas cldsicos en
la teorfa de los niimeros, el Teorema de Euler y el Teorema Sim-
ple de Fermat. Finalmente, nos hemos referido de modo breve a las
congruencias lineales y a los problemas diofdnticos. Nuestro pro-
posito ha sido principalmente presentar unos cuantos conceptos
fundamentales y de este modo ofrecer en particular una mejor inter-
pretacién de las propiedades y comportamiento de los enteros
a los lectores que no tengan la oportunidad de emprender un
curso completo en este aspecto de las matemdticas. En el capitulo
siguiente volveremos a considerar muchas de las propiedades del
anillo de los enteres como propiedades de un anillo de polinomios.

EJERCICIOS

L. Demostrar que todas las soluciones primitivas de la ecuacién pitagdrica
estin dadas por las relaciones (11-26) . (Ver Bibliografia N¢ 50; pags. 38-40) .

2. Hacer una lista de los veinte tridingulos rectingulos que es posible obtener
con los tres lados de longitudes enteras y el mayor de una longitud que no so-
brepase las cincuenta unidades.

3. En una clase de 12 nifios tienen & manzanas por cada nific para el almuer-
20. En otra clase de 8 nifios tienen ¢ naranjas por nifio. Encontrar dos pares
posibles de valores de & y ¢, tales que los nifios de las dos clases puedan hacer un
intercambio de las frutas y distribuirlas equitativamente. ¢Cuiles son los valores
positivos menores posibles de & y ¢? Proponer una solucién completa del problema
utilizando clases de congruencia.

4. Discutir 1a obra y métodos de Diofanto de Alejandria,
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CAPITULO IIIX

Teoria de los polinomaos

En el Capitulo 1 hemos definido los nimeros racionales, algebrai-
cos, trascendentes y reales, valiéndonos de los ntimeros enteros
positivos. En el Capftulo 1 se han examinado las propiedades del
anillo de los enteros. En este capitulo nos serviremos de un anillo
de polinomios en una variable para definir funciones racionales,
algebraicas, trascendentes y analiticas. Se tratard la divisibilidad,
el Algoritmo de la Divisién, el Algoritmo de Euclides y las propie-
dades en el anillo de los polinomios que corresponden a los mii-
meros primos, bases y congruencias en el anillo de los numeros.
Nuestro propdsito es triple: comprender las propiedades bésicas
de los polinomios; examinar las relaciones entre los polinomios y
otras funciones ordinarias; e introducir unos cuantos conceptos
que necesitaremos en el estudio de la teoria de las ecuaciones en
el Capitulo 1.

-1 POLINOQOMIOS. En los primeros dos capitulos
nos hemos preocupado principalmente de los nmimeros: los nu-
meros enteros, racionales, los nimeros reales, los niimeros comple-
jos. Ahora, presentaremos un nuevo conjunto de simbolos x, y, ¢,
... y consideraremos la igualdad, la adicién, la sustraccién, la
multiplicacién y la divisién en el conjunto total compuesto de los
nuevos simbolos y de los nimeros complejos. Los nuevos simbolos
pueden considerarse sencillamente como sfmbolos sin atribuirles
conjuntos de valores o suponerles relaciones. En este caso se llaman
indeterminadas, Los nuevos sfmbolos pueden ser considerados tam-
bién como variables que adquieren valores de un subconjunto del
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conjunto de los nimeros complejos. Frecuentemente llamaremos
variables a los simbolos, aun cuando mencionemos a veces propie-
dades correspondientes a las indeterminadas. Una gran parte de la
teoria que se estudia en este capitulo se referird a las variables e
indeterminadas.

Dada cualquiera indeterminada x, definiremos el simbolo x* en
que n es cualquier entero positivo, como el producto de n factores
x, %" =1, x™x" = 1, y ()" = x. Definiciones analogas son validas
para cualquier variable x, con la excepcién de que x° y x™ son
indefinidas cuando x = 0. La adicién y la multiplicacién de los
nuevos simbolos y de los nimeros complejos son, por definicién,
unicas, conmutativas, asociativas y satisfacen las leyes de distribu-
tividad. Por eso ax + bx = (a 4 b)x y (ax)(bx) = abx’, siendo
2, b nimeros complejos cualesquiera.

El producto de cualquier conjunto de mimeros complejos y de
los nuevos simbolos se llama un monomio. Por ejemplo, 15, x, 2x,
Bx'y't, y 31/2xy son monomios. La suma de dos monomios se llama
binomio. Una suma de tres monomios se llama trinomio y, en ge-
neral, una suma de uno o mas monomios se denomina polinomio.

Un monomio de la forma bx™, en donde # es un entero no
negativo y & es un nimero complejo, se llama un monomio en x
con coeficiente b y, cuando b £ 0, de grado m. Cualquier niimero
complejo b es por si mismo un monomio. El monomio 0 no tiene
grado. Cuando b 5« 0, el monomio b = bx’ tiene grado 0.

Un polinomio de la forma

(II1- 1) ax™ o ax™ 4+ ... GeX - Qa,

en donde los a, son nimeros complejos y &, 5« 0, se llama un poli-
nomio de grado m en x. Los a, se llaman los coeficientes del po-
linomio. El coeficiente @, distinto de cero con que comienza el
polinomio se llama el coeficiente inicial. Dado que las indetermi.
nadas no tienen valores numéricos, dos polinomios en una inde-
terminada x son iguales si y sélo si los coeficientes de las potencias
correspondientes de x son iguales. Asi, para una indeterminada x,
lIa ecuacion

ax’ + bx - c = x | 2

implica que ¢ = 0, ¥ = 1, y ¢ == 2. Dos polinomios en una varia-
ble x pueden ser iguales para cualquier numero entero no negativo
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de valores de la variable x. Por consiguiente, la ecuacién x* — 2x
— 8 = 0 implica que x = 3 0 ¥ = -1, para una variable x.

El grado de un polinomio depende de la variable que se consi-
dere. Por ejemplo, 3x'y* es de grado dos en x con coeficiente 3y°
y de grado cinco en y con coeficiente 3x*. El polinomio 10x* puede
ser considerado come un polinomio de grado seis en x con coefi-

ciente 10, o como un polinomio de grado dos en 2x% con coefi-
5

2
coeficiente 10 y de muchas otras maneras mds. Emplearemos la

notacién p(x) para indicar un polinomio en x, y p(\/2x) para indi-

ciente , 0 como un polinomio de grado doce en \/x con

car un polinomio en +/2x.

EJERCICIOS

!. Haga una lista de cinco polinomios en x.

2. Indique el coeficiente inicial y el grado de cada uno de los polinomios
del Ejercicio 1.

8. Hallar el coeficiente para Jos tasos en que 36x* es considerado un poli-
nomio en:

a x, dy 3x7,
b}y 2x, e) \/_5:.: es decir, y en que ¥' = x,
o X, )] \8/2_zes decir, ¥ en que ¥ = 2x.

4. Indicar el grado del polinomio en cada caso del Ejercicio 3.

5. Escribir 8x* 4 12x* — J0x 4 7 en forma de polinomic en (a2} 2%, ¥
(b) VX -

G. Dados dos pelinomias pfx) ¥ ¢(x) de grados m y n respectivamente, cuyos
coeficientes sean ntimeros complejos, demostrar que el producte de los dos poli-
nomios tiene grado m - 7.

7. Repetir el Ejercicio 6 para el producto de un nimero finite cualquiera
de polinomios de grados m,.

Ir-2 ANILLOS DE POLINOMIOS. Todo
polinomio (Cap. n1-1) consiste en una variable x y un conjunto
de coeficientes as, a, ..., a» combinados por medio de las opera-
cionesedel anillo: adicidn, sustraccidn y multiplicacién. Los poli-
nomios en una sola variable x se suelen clasificar de acuerdo con
sus coeficientes. Por eso hablaremos de polinomios en x, con coefi-
cientes enteros, polinomios en x con coeficientes racionales, con
coeficientes reales, y con coeficientes complejos. Estos conjuntos de
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polinomios se llaman a veces, respectivamente, polinomios enteros,
polinomios racionales, polinomios reales y polinomios complejos
en x. Cada conjunto tiene a los conjuntos precedentes como sub-
conjuntos. La suma de dos polinomios con coeficientes enteros es
un polinomio con coeficientes enteros. Se pueden hacer afirmacio-
nes andlogas con respecto al producto y a la diferencia. En conse-
cuencia, los polinomios en x con coeficientes enteros forman un
anillo. En general, dado un anillo 7 de nameros, €l conjunto
de polinomios en x con coeficientes pertenecientes al conjunto de
numeros T forma un anillo de polinomios. Este anillo de polino-
mios es un dominio de integridad (ver Bibliografia N? 34, pdgs. 33-
34), si y sélo st T es un dominio de integridad tal como se ha
definido en la introduccién al Capfitulo 1.

Cuando los coeficientes de un conjunto de polinomios pueden
ser elementos cualesquiera de un campo o sistema de numeros
(Cap. 1-14) es posible (Cap. m-5) aplicar el Algoritmo de Ia
Divisién (Cap. 11-2) al anillo de polinomios. Al efecto, en este
capitulo nos ocuparemos principalmente de anillos de polinomios
en los cuales los coeficientes pueden ser elementos arbitrarios, de un
campo tal como el sistema de los nimeros racionales, el sistema de
los nimeros reales, o el sistemna de los ndmeros complejos.

Los polinomios de diversas variables pueden definirse como
formados por un conjunto finito de variables y un conjunto de
coeficientes, combinados mediante un conjunto finito de operacio-
nes de anillo. Aun cuando frecuentemente estimemos conveniente
estudiar polinomios en una sola variable, muchas de nuestras ase-
veraciones se aplicardn igualmente a polinomios de varias varia-
bles. La excepcién m4s importante es el Algoritmo de la Divisién
(Cap. u-5) y sus numerosas aplicaciones. De aqui en adelante
consideraremos polinomios en una sola variable con numeros rea-
les cualesquiera por coeficientes, excepto cuando se especifique
cxpresamente de otra manera,

EFERCICLIOS

1. Describir cinco anillos de polinomios que scan diferentes.

2. Describir cinco dominios de integridad de polinomios que sean diferentes
(Ver Ejercicio 9, Cap. 1r-1) .

3. Describir dos anillos de polinomios que no sean dominios de integridad.
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I11-3 FUNCIONES RACIONALES. Enel
Capitulo 1 se fue extendiendo gradualmente el conjunto de enteros
positivos hacia el conjunto de los ntimeros racionales, hacia los
ndmeros reales y los mimeros compiejos. En este capitulo conside-
raremos ampliaciones del conjunto de los polinomios en el conjun-
to de las funciones racionales (que corresponden a los nimeros
racionales) y respecto de las funciones analiticas (Cap. ur-16)
{que corresponden a los niimeros reales).

Un ntmero racional (Cap. r-8) puede definirse como el cuo-
ciente expreso entre dos enteros a/b, en que b = 0. Una funcidn
racional de una indeterminada x puede definirse como el cuocien-
te expreso de dos polinomios f(x})/d(x), en que d(x) no sea idéntico
a 0. Analogamente, si f(x) y d(x) son polinomios en una variable x,
entonces el cuociente expreso f(x)/d(x) se llama funcién racional
de la variable x y se define para todos los valores de x tales que
d(x) == 0. Para d{x) == Q0 es indefinida, dado que la divisién por
cero es indefinida. Por ejemplo, x* 4- x 4 1 es diferente de cero
para todos los valores reales de x, y asimismo la funcién racional
(@2x* — x 4 1)/(x* 4 x 4 1) estd definida para todos los valores
reales de x. La funcién racional (x* — 1)f(x — 2) estd definida
cuando x és una indeterminada o cuando la variable x tiene un
valor diferente de 2.

Se pueden expresar, ademds, varios de los conceptos precedentes
usando la terminologia del Capitulo - 18. El anillo de los enteros
I tiene al campo de los nimeros racionales R como su campo de
cuocientes, Cuando €l simbolo x se adjunta al campo R se obtiene
el anillo R{x} de polinomios en x con coeficientes racionales. El
campo de cuocientes de R[x] es R(x), o sea, el campo de las funcio-
nes racionales en x. En general, si T es cualquier dominio de inte-
gridad, entonces T[x} es el anillo de polinomios en x con coeficien-
tes pertenecientes a T, y T(x) designa el campo de cuocientes de
T{x}. Este concepto es importante para nosotros porque considera-
remos a veces un polinomio en x y en Yy, tal como

3x% J- 4x — 3" 4 5,

como un polinomio en x con coeficientes que son polinomios en
y, es decir, cualquier polinomio p(x,y) perteneciente a Rix,y]
puede considerarse como un polinomio p(x) perteneciente a 7T{x]
en donde T' = R[y].
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ZJERCICIOS

Indicar en cada ejercicio los valores de la variable real & para la cual esta
definida® Ia funcidn ricional ¥y = ffx}/d(x):

L3z+2y=1 4. 224 2zy=y—5
2 _at =454 3 5 yp=ttie+1
VT E T3+ 2 R AR gy gy
3. a2y =8

III- 4 DIVISIBILIDAD. Comenzaremos en seguida
un estudio del anillo de polinomios que es muy anilogo al estudio
ya realizado del anillo de los enteros en el Cap. 1. Se formulard
nuevamente la mayoria de las definiciones y teoremas del Capitulo
11, pero esta vez aplicados a los polinomios. Este desarrollo para-
lelo va a contribuir 2 darle una mayor significacion al presente
estudio y a la teoria de los numeros.

Un polinomio d{x) es divisor de un polinomio f(x) si y sélo si
existe un polinomio g(x) tal que f(x) = d(x) - g(x) para todos
los valores de x. Por ejemplo, x — 1 es divisor de »* — 1; x es
divisor de 2x; 2x — 2 es divisor de 3x* — 3 en el anillo de polino-
mios con coeficientes racionales, pero no es divisor de 8x* — 3 en
el anillo de polinomios con coeficientes enteros, ya que el cuo-
ciente g(x), en este caso, no tiene coeficientes enteros. La frase
“para todos los valores de x” se empleard en este texto para indicar
que una relacién es valida para todos los valores de la variable x
para los cuales las expresiones de la relacidn estdn definidas. Si el
conjunto de nmimeros al cual pertenecen los coeficientes es infinito,
esta frase sefiala también que Ia relacién es vélida para cualquiera
indeterminada x (ver Bibliografia N? 7, pag. 82). Las ecuaciones
que se verifican para indeterminadas suelen llamarse identidades,

El Teorema 11-1 puede enunciarse, ahora, para los polinomios
f(x), g(x), d(x) como sigue: Si d(x) es divisor de f(x) y f(x) es divisor
de g(x), entonces d(x) es divisor de g(x). Si d(x) es divisor de f(x) y
d(x) es divisor de g(x), entonces d(x) es divisor de f(x) 4+ g(x) y de
f(x) — g(x). La demostracién de este teorema es exactamente ani.
loga a aquella dada para el Teorema 11-1 (Ejercicio 9).

*Los ceros de un polinomio de segundo grado se tratan en el Cap, 1v-5.
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Si el conjunto de coeficientes posibles (es decir, el conjunto de
numeros de entre los cuales se pueden elegir los coeficientes de los
polinomios en consideracién) forma un sistema de nimeros 0 un
campo, los tinicos polinomios que son divisores de todos los poli-
nomios son las constantes diferentes de cero, es decir, los polinomios
de grado cero. En consecuencia, las constantes diferentes de cero
son las unidades para el anillo de los polinomios. Sin embargo, so-
lo + 1 es la unidad, o sea el elemento de identidad para la mul-
tiplicacién.

En la teorfa de los nimeros (Teorema 1t-8) hemos considera-
do a cualquier entero diferente de cero como el producto de una
unidad y un entero positivo. En la teoria de los polinomios defi-
niremos un polinomio con coeficiente inicial 4- 1 como un poli-
nomio primitivo. Luego, suponiendo que el conjunto de coeficien-
tes posibles forma un sistema de numeros, cualquier polinomio
(n1-1) excepto la constante 0, puede expresarse como el producto
de una unidad y un polinomio primitivo. Por ejemplo, 2x' — 2
= 2(x* — 1) ¥ 8x 4~ 2 = $(x + %). El dltimo ejemplo ilustra la
necesidad de suponer que el conjunto de coeficientes posibles for-
ma un sistema de numeros, de modo que sea posible la divisién
por el coeficiente inicial del polinomio.

En la definicién siguiente del maximo comin divisor entre dos
polinomios resulta evidente la correspondencia entre polinomios
primitivos y los enteros positivos. Cualquier polinomio d(x) que
sea divisor de f(x) y de g(x) es divisor comin de f(x) y g(x). Si
d(x) es un polinomio primitivo y todo divisor comin de f(x) y de
g(x) es también divisor de d(x), entonces d(x) es el mdximo comin
divisor de f(x) vy g(x). De la misma manera las definiciones de co-
mun multiplo, minimo comin multiplo, y primos entre si, son
exactamente andlogas (Ejercicio 10) a aquellas dadas para los en-
teros (Cap. 1u-1). En la teoria de los polinomios, 2x y 2x' — 2
son primos entre si, dado que su maximo comun divisor ¢s una
unidad,

Dos enteros tienen el mismo valor absoluto o valor numérico
si cada uno de ellos pucde expresarse como el producto del otro
por una unidad. Dos polinomios se llaman asociados si cada uno
de ellos puede expresarse como el producto del otro por una uni-
dad, es decir, f(x) y g(x) son asociados si f(x)|g(x) v g(x)|f(x). Por
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ejemplo, x — 2, bx — 10, 7x — 14, y x/2 .- 1, son todos asociados
si sus coelicientes son racionales.

Cuando el conjunto de coeficientes posibles forma un sistema
de numeros, todo polinomio p(x), excepto la constante cero, tiene
un polinomio primitivo asocado unico. Las unidades que se de-
finieron anteriormente son precisamente las asociadas de la uni-
dad. Se dice que dos polinomios que no son asociados son inde-
pendientes.

EJERCICI1OS

L. ;Forma un anillo ei conjunto de polinomios de grado par en x? ;Forma un
anillo el conjunto de polinomios en x*? :Forma alguno de estos conjuntos también
un dominic de integridad?

2. Escribu tres polinomios y en scguida exprese cada une de ellos como el
producto de una unidad y un polinomio primitivo.

3. ¢Pucde expresarse todo pelinomio de un anillo cualquiera de polinomios
como ¢l producto de una unidad y un polinomio primitive. Dar ejemplos.

4. Repetir ¢l Ejercicio 3 para un dominic de integridad cualgaicra.

5. Repetir el Ejercicio 3 para pelinomios con coeficientes pertenecientes a
un <campo cualquiera.

6. Proponer tres asociados de 8 — x* 1 7x — b.

7. Proponer dos polinomios independientes que tengan un divisor comun
x — 2.

8. TProponer dos polinomios que sean asociados si el conjunto de coeficientes
posibles es cl conjunto de Jos riimeros reales, pere que no sean asociados cuando
el conjunto de cocficientes posibles es el anillo de los enteros.

9. Demostrar el Teorema 11-1 para polinomios en x con cocficientes complejos.

10. Definir comin milltifilo, minimo comiin multiplo, y primos entre si
para polinomios en x.

III-5 EL ALGORITMO DE LA DIVI-
SION. En el Capitulo 11-2 el Algoritmo de la Divisién se
enuncié para los enteros como sigue: si ¢ y b son dos enteros po-
sitivos cualesquiera, existen enteros g yr, 0 =5 g, 0 == r < a, tales
que b = ga - 7. En la teoria de los polinomios, la condicién de-
que los enteros sean positivos puede ser reemplazada por la con-
dicién de que los polinomios sean polinomios primitivos. En este
caso tendriamos: si p(x) y g(x} son los dos polinomios primitivos
cualesquiera, existen polinomios s(x} y r(x) tales que p(x) =
$(x) -+ g(x) - 7(x) para todos los valores de x, y o bien 7(x) es
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idéntico a cero o el grado de 7(x) es menor que el de ¢(x). Por
ejemplo, si p(x)} = x* — 5x 4- 6 y g(x) = x — 3, entonces 5(x) =
¥ — 2y 7(x)=0;si p(x) = %' — 2x" + Tx — 5y q(x) = x* -
x + 1, entonces s(x} = x — 1y 7(x) = 5x — 4. Esta forma del
Algoritmo de la Division puede demostrarse fcilmente, pero no
es la forma mis atil del teorema., Una de las desventajas es que
aun cuando 7(x) no sea idéntico a cero, no es necesariamente un
polinomio primitivo. Por ejemplo, r(x) = 5x — 4 en el ejemplo
anterior.

Es costumbre reemplazar la condicién de que los polimonios
(%) v g(x) sean polinomios primitivos por una suposicién, como
en la discusién de los polinomios prirmitivos (Cap. 11-4): la su-
posicién de que el conjunto de coeficientes posibles formen un
campo tal como ¢l sistema de numeros racionales, reales o com-
plejos. Segtin esta suposicién, el Algoritmo de la Divisién puede
enunciarse como sigue para polinomios en una variable:

TEOREMA 1I-1. Si p(x} y q(x} son dos polinomios cualesquiera
con coeficientes pertenecientes & un campo, existen entonces
polinomios s(x) y 1(x) tales que p(x) = s(x} » q(x} + *x) para
todos los valores de %,y o bien 7(x) es idéntico a cero o el gra-
do de 7(x} es menor que el de g{x).

La demostracién del Teorema mi-1 corresponde en principio
a la “demostracién” sucinta del Algoritmo de la Divisién del Ca-
pitulo u-2, dado que ahora se han determinado las propiedades
de nuestro sistema de némeros. Los pormenores de la demostra-
cién se dejan como ejercicio para el lector. La necesidad de su-
poner que el conjunto de coeficientes posibles forma un campo
es evidente, como se muesira en el ejemplo siguiente: si p(x) = x%
— 2x* o 8x* 4 1y g(x) = 2x" -} 3x 4 1, entonces tenemos

28 —-2r84-3*+ 1=

el 7 43 139 331 107
(2 +8 - To+ )(2x2+3z+l)+( e _3_2)
4
en donde s(z) = % --__;i:;;*—i- -_8— x’ - l_gx + }%?
s 107
Y r(z) = 25 ¥~ 53
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De este modo el Teorema n-1 comprende sélo las operacio-
nes del anillo para x, pero las cuatro operaciones racionales para
los coeficientes,

Puede verificarse ficilmente que el Algoritmo de la Divisién
no se pueda hacer extensivo inmediatamente 2 polinomios de dos
o mds variables. Dados dos polinomios p(x,y) y g(x,y), buscaremos
polinomios s(x;y) y 7(x.y) tales que

(ur-2) p(xp) = q(xy) - s(xy) + 1(x)

para todos los valores de x e v, y tales que 1(x,y) sea o bien idén-
tico a cero o tenga un grado menor que ¢(x,y). En particular, para
P(xy) = =, ¥ para g(x;y) = ¥, buscaremos polinomios s(x,y) y
Wx,y) tales que

(- 3) x =9 ey) 4+ 7(xy)

para todos los valores de x e y, es decir, tales que (13- 3) sea una
identidad (Cap. m1-4). Ya que g(x,y} = ¥ tiene grado uno, 1(x,y)
debe ser una constante., Dado que el grado del miembro de la de-
recha de la identidad (11-8) no puede exceder el grado del miem-
bro de la izquierda, s(x,y) debe ser también una constante. Asimis-
mo buscaremos constantes m y b tales que x == my b para todos
los valores de x e 9. Puesto que (Cap. 11-1) no existen constantes
m y b que satisfagan estas condiciones, no es posible encontrar po-
linomios s(x,y) y 1(x,y) que satisfagan la identidad (u1-3). De es-
te modo, excepto para casos especiales, no es posible encontrar po-
linomios s(x,y) y 7(x,y) que satisfagan (111-2). Por lo tanto, el Teo~
rema 1-] debe alterarse antes de que pueda aplicarse a polino-
mios de dos o mids variables. Por ejemplo (m-3) puede escri-
birse en la forma x = 1 - y 4 (¥ — ), en donde 7(%,y) = x — ¥
tiene el mismo grado que y == q(x,y). En el Capitulo u1-7 se con-
sidera una modificacién mis 1util de este teorema.

Lo mismo que en la teorfa de los niimeros, el Algoritmo de la
Divisién para polinomios sirve como base para el Algoritmo de
Eudlides para polinomios (Cap. m-7). En vista de las dificulta
des experimentadas con polinomios de dos variables, es de espe-
rar que sea necesaria alguna medificacién del Algoritmo de Eu-
clides cuando se consideren polinomios de dos o méas variables.

Aplicaremos el Algoritmo de la Divisidn a polinomios en una
variable al calcular el maximo comun divisor de dos polinomios
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(Cap. ur-7); al expresar un polinomio p(x) en la forma g(bx -
d) {Cap. m1-8); al determinar ¢l nimero exacto de raices reales
distintas de una ecuacién polinomia con coeficientes reales (Cap,
1v-12) y al determinar las rafces miltiples de una ecuacién poli-
nomia con coeficientes complejos (reales o imaginarios) (Cap.
w-13).

CJERCICIOS

Determinar s{x} y r{x) segun el Teorema -1 para cada uno de los siguien-
tes pares de polinomios.

1. p(z) = z* — 3z 4 4, glay =1 -2,

2. pla) = 2z* - 3z + 4, glz) = 3« — 2.

3. pla) = 2® — B2 -+ Tx -+ 11, ofz) = x2 o x — 1.
4 plxy =f 4+ 3% - 22+ 22 — 1, gz} = 3zt - 2z 4+ 5.

5. p(x) = (1 = V2)z* 4 (1 4- V2)z* + V2,
oflz) = (1 4+ V22 4- (2 — V3),

I11-6 POLINOMIOS IRREDUCIBLES,.
En el Cap. 11-3 se clasificaron los enteros de acuerdo con los en-
teros de los cuales eran divisores, o de acuerdo con los enteros .
por los cuales eran divisibles. Se encontré que todos los enteros
pertenecen a una de las cuatro clases: cero, unidades, mameros
primos y numeros compuestos, Andlogamente encontraremos que
todos los polinomios pertenecen a una de las cuatro clases: cero,
unidades, polinomios irreducibles y polinomios reducibles.

Las unidades son divisores de todo polinomio y, cuando el con-
junto de los coeficientes posibles forma un campo, se componen
de las constantes diferentes de cero (Cap. mi-4). Se dice que un
polinomio es irreducible si no es igual a cero ni a una unidad
y si sus tinicos divisores son sus asociados y las unidades. Un po-
linomio se llama reducible si tiene dos o mas divisores irreducibles
(no necesariamente distintos). Todos los polinomios lineales son
irreducibles. La irreducibilidad de los polinomios de grado ma-
yor que uno suele depender del conjunto de coeficientes posibles
(Cap. ur-4). Por ejemplo, x* — 2 es irreducible en el anillo de
polinomios con coeficientes racionales, y es reducible en el anillo
de polinomios con coeficientes reales.

En la teoria de los numeros fue conveniente suponer que los
niimeros primos negativos estaban expresados como un producto
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de una unidad y un ntmero primo positivo. En la teorfa de los
polinomios a menudo serd conveniente suponer que todo polino-
mio irreducible estd expresado como el producto de una unidad
y de un polinomio primitivo irreducible (Cap. m-4).

Vamos a utilizar las definiciones precedentes y a resumir algu-
nas de las correspondencias entre los elementos y propiedades de
la teoria de los mimeros y la teoria de los polinomios. Si el con-
junto de coeficientes posibles forma un campo, los enteros m con
elemento de identidad para la adicién, cero, y unidades 4 1 y
— 1 corresponden a los polinomios p(x) con elemento de iden-
tidad para la adicién, cero y unidades b, en que & es cualquier ele-
mento dilerente de cero en el conjunto de coeficientes posibles.
Cualquier entero diferente de cero puede expresarse como €l pro-
ducto de una unidad y un entero positivo; cualquier polinomio
que no es idéntico a cero puede expresarse como el producto de
una unidad y un polinomio primitivo. Los enteros primos y com-
puestos corresponden respectivamente a los polinomios irreduci-
bles y reducibles. El valor absoluto de un entero corresponde al

grado de un polinomio. Por ejemplo, un entero m con |m| = 0
o un polinomio p(x} sin grado es idéntico a cero; un entero m con
lm[ == ] o un polinomio con grado cero es una unidad; un entero

m con |m| > 1 o un polinomio con grado positivo no es ni cero
ni una unidad. En el siguiente esquema se muestra la mayoria de
las correspondencias bidsicas entre el anillo de los enteros m y el
anillo de los polinomios p(x):

enteros m polinomios fxx)

cero cero

unidad, 4+ 1 unidad, 4 1

unidades, -} 1y — 1 constantes diferentes de cero
enteros positivos polinomios primitivos
enteros primos polinomios irreducibles
enteros compuestos polinomios reducibles

valor absoluto de m grado de p(x)

im| > 1 grado positivo de p(x)

Estas correspondencias serdn dtiles al formular respecto de los
polinomios algunos de los teoremas de la teorfa de los nuimeros.
Por ejemplo, el Teorema n-2 puede enunciarse de la signiente
manera para Ios polinomios:
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teoREMA mi-2. Todo polinomio de grado positivo tiene un
polinomio primitivo divisor irreducible.

La demostracién de este teorema puede obtenerse de aquéila
del Teorema 11-2 valiéndose de las analogfas sefialadas. Sea dado
el polinomio p(x) de grado m. Si p(x) es irreducible, su polinomio
primitivo asociado es su polinomio primitivo divisor irreducible.
Si p(x) es irreducible, entonces p(x) = p{x) - Pp{x), en que los
pi(x) tienen grado m, positivo, siendo § = L, 2y my 4 m, = m.
Si ningin p,(x) es irreducible, entonces p(x) == pu(x) * Pu(x) *
pu{x) - pu(x), en donde ningtn P, es una unidad, es decir, 0 <
m. Este proceso debe concluir después de un numero finito de
etapas, ya que la suma de los enteros positivos 7, €5 un entero m
positivo dado (Ejercicio 7, Cap. ur-1). Por eso p(x) tiene a lo su-
mo m divisores y debe tener un divisor que sea un polinomio irre-
ducible. Si el conjunto de coeficientes posibles forma un campo,
todo polinomio diferente de cero tiene entre sus asociados un po-
linomio primitivo, Luego, todo polinomio p(x) de grado no nega-
tivo tiene un divisor que es un polinomio irreducible primitivo.

En el Ejercicio 1 se enuncia el Teorema 1r-3 con respecto a
los polinomios. El Teorema 11-4 no se puede hacer extensivo de
inmediato a la teorfa de los polinomios. Por ejemplo, en el anillo
de los polinomios con coeficientes reales, el conjunto de polino-
mios irreducibles tiene un subcenjunto infinito no numerable,
ya que x — b es irreducible para todo ntimero real b. La mayorfa
de Ios otros teoremas de las Secciones 3 y 4 del Capitulo 1t se for-
mulan con respecto a los polinomios en los ejercicios siguientes.
Las demostraciones pueden obtenerse de las correspondientes del
Capitulo 11, aprovechando las analogias ya citadas.

Muchos de los ejercicios siguientes y sus demostraciones pueden
enunciarse con respecto a polinomios de varias variables. Por ejem-
plo (Ejercicio 9), el Teorema 11-8 de Factorizacién Unica, es vi-
lido para polinomios de cualquier ndmero finito de variables con
coeficientes enteros, racionales, reales o complejos (Ver Bibliogra-

fia N° 7; pags. 97-100).
EJERCICIOS

1. Demostrar que cualquier polinemio reducible p(x} de grado m ticne un
divisor polinomio primitivo irreducibic de grado = m/2.

1147(



Meserve { Conceptos lundamentales de Algebra

2. Proponer ejemplos para €l Ejercicio 1 cuando m =2, 3,5 y 7.

3. Demostrar que si (x) es un polinomio irreducible y ¢(x) es cualquier
polinamio, entonces o bien p(x} es divisor de g(x) o arsbos polinomies son primos
entre sf,

4. Proponer cjemplos que flustren los dos casos del Ejercicio 3.

5. Si r(x) y s(x} son dos polinomies cada unc de grado menor que m, y f(x)
es un polincmio irreducible de grado m, demostrar que p(x) no es divisor de
r(x) « $(x).

6. Dar dos ejemplos que Hustren ¢l Ejercicio 5.

7. i un polinomic irreducible p(x) cs divisor del producto

GAx) * i) oo v

demostrar que p(x) es divisor de por lo menos uno de los polinomios g4{x),
Gu{%); +++, G,{x), en donde n es cualquier entero positivo,

§. Proponer dos ejemplos que ilustren el Ejercicio 7.

4, Demostrar Gue, excepte por el oxden de los factores, todo polinomio que no
es idéntico a cero puede representarse de uva y sélo una manera como un pro-
ducto de una unidad y un mimero finito de polinomios primitivas irreducibles.

10. Demostrar gue el nimero de divisores independientes de

prxy = e[rd )1 frex))% oo D)%

es (a, + 13 (a, + 1) . . . {a, + 1}, en donde los r,(x) son polinomios distintos
irreducibles, ¢ ¢s una constante y las @, son enteros positivos.,

11. Proponer un ejemplo que ilustre el Ejercicio 10, para el caso de k& = 3, ¥
enumerar Jos divisores independientes.

12. Repetir ¢l Ejercicio 11 parae 54 1y &k > 3.

13, Si 7(x} €5 el méximo comim divisor y s(x} es el minimo comin multiplo
de dos polinomios primitivos £(x) ¥ ¢(x), demostrar que r{x} . s(x) = p{x) * q(x).

14. Formular cl Postulado de Arquimedes con respucto a los polinomios (Cap.
1-2) y proponer un ejemplo.

15. Farmular con respccto a loz polinomios cada una de las tres partes del
Teorema 1-0.

16, Dar cjermplos que ilustren cada uno de los enunciados del Ejercicio 15.

nI-7 EL ALGORITMO DE EUCLIDES.
El Algoritmo de Euclides se usé en el Cap, 11-5 con el objeto de
encontrar el miximo comun divisor entre do$ enteros sin tener
que expresar ninguno de los dos enteros en sus factores primos.
Emplearemos el mismo procedimiento para los polinomios p(x)
con el objeto de encontrar el maximo comun divisor de dos po-
linomios sin tener que expresar ninguno de los dos polinomios en
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funcién de sus factores irreducibles. E1 Teorema 11- 11 puede enun-
ciarse de la siguiente manera para los polinomios:

TEOREMA 11-3. El mdximo comin divisor rix) de dos polino-
mios cualesquiera fdx) y f{x) de grado positivo con coeficientes
perienecientes @ un campo, puede encontrarse por medio del
Algoritino de Euclides, pues es el wltimo resto polindmico que
no es igual a cero. Existen polinomios A(x) v B(x} tales que
r(x} = A(x) - fo(x} + B(x) - f{x} para todos los valores de x.

Podemos demostrar la primera parte del teorema aplicando rei-
teradamente el Algoritmo de la Divisién (Cap. 1m1-5). El proce-
dimiento para los polinomios f{x) y f{x) se ilustra en el siguiente
esquema, en donde b es una constante diferente de cero que hay
que determinar, el grado de 7,(x) es menor que el de f,(x) y el grado
de 74x) es menor que el de r,{x) para j = 2, 3,.., n.

(%) = g{=)dx) + 1),
f(x) = qdx)r{x) + r(x),
r(x) = qdx)rfx) + 14x),

Todt) = qux)ndx) + brlx),
TaefX) = Guaf X)7a(x).

En este esquema es conveniente suponer que el coeficiente ini-
cial (Cap. m-1) de ryx) se ha hecho igual a + 1 dividendo am-
bos miembros de la penuitima ecuacién por una constante ade-
cuada b. Luego 7.(x) es un polinomio primitivo y siguiendo el mis-
mo razonamiento que en el Cap. 11- 5, es el maximo comun divisor
de f{x) Yy f{x). Si se conviene en que 7(x) sea un polinomio primi-
tivo, los factores constantes (unidades) pueden insertarse o eli-
minarse de cualquiera ecuacidén del esquema. Esto significa prin-
cipalmente que cualquier resto polinémico puede reemplazarse
por cualquiera de sus asociados en cualquier momento.

La demostracién de la existencia de polinomios A(x) y B(x)
en la segunda parte del teorema es también andloga a aquélla del
Cap. - 5. Expresaremos sucesivamente 74{x), 7(x), .., 7(*) en la
forma r(x) = A(x)f{x) + Bix){{x). Todos los pormenores de la
prueba se dejan al lector como ejercicio.
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El Algoritmo de Euclides, tal como el Algoritmo de la Division
en el cual se fundamenta, no se puede hacer extensivo directamen-
te a polinomios de dos o mis incégnitas. Por ejemplo, atin cuando
el miximo comun divisor de x e y es 1, no existe una ecuacién de
la forma Ax J4- By = 1, en donde 4 y B scan constantes, que sea
vilida para todos los valores de x y de y. Es posible una extension
del teorema si se considera ffx, Xe -.p %) ¥ f{%: X ..., %o} COMO
polinomios en x, con polinomios como coeficientes de las primeras
n — 1 variables. Entonces las 4 y B son funciones racionales de
las primeras n — 1 variables, dado que se han aplicado a los coe-
ficientes de la Divisién Algoritmica, las cuatro operaciones racio-
nales. (Cap. n-5). Por ejemplo, si se considera los polinomios x
e y como polinomios en y con coeficientes en x, tenemos (1/x) -
x+0.-y=1 '

Ordenaciones andlogas a las que se usaron en el Cap. u-5 pa-
ra encontrar n,, 4, B, pueden emplearse también para polimonios
en una variable. En general, tenemos

fofete s o 1a 0
G: s Gs o Gnu
Dado que el cdlculo de los g y 7 exige corrientemente célculos es-
critos, cambiuaremos entre st el orden de las dos filas y usaremos
la ordenacidn
G: Gs G o Gnia
fofi s oo 72 0
Gife Qs Gits e
Qs Gy ATy
en donde a7 = fo — G.fe, & = ft =—Gs75, ..., ¥ 105 @, son constan-
tes arbitrarias, ;
Sif{x) = x' — 3x' 4 2x y f{x) = %’ — x, tenemos el esquema

x -3 z +1
¢ — 32? + 2z 2 -2 2=z 0
t -t 2 - 2t
— 3x*+2*+ 22 22—z
- 3z2 + 3z -z
- x 0

de donde el mdximo comun divisor es x* — x. Este esquema se pue-
de ampliar para que resulte A(x) y B(x), como el Cap. 1-5. Los
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detalles algebraicos para el cdlculo de 7{x} suelen simplificarse
en forma notable por medio de la multiplicacién cruzada. (Ver
Bibliografia N? 37).

De la misma manera que para los numeros, el miximo comun
divisor puede obtenerse observande si ambos polinomios estdn
expresados en sus factores irreducibles (Ejercicio 9, Cap. m-6).
El Algoritmo de Euclides proporciona un procedimiento para de-
terminar el miximo comin divisor de dos polinomios sin necesi-
dad de factorizar los polinomios. Este algoritmo tiene también
aplicaciones importantes y muy précticas en la determinacién del
numero de raices de una ecuacién polinomia (Secciones 12 y 13
del Cap. 1v).

En la seccidn siguiente de este Capitulo, continuaremos nuestro
desarrollo de la teoria de los polinomios y buscaremos un concepto
que corresponda al concepto de base (Cap. 11-6) en la teoria de
los ntimeros.

EJERCICIOS

Por medio del Algorituno de Euclides, encontrar el mdximo comun divisor de
cada uno de los siguientes pares de polinomios:

L. %' —5x 46 ¥y xt - 4

2 0% — ¥ B ] y 2% —2x &+ L

3. x4+ 2x + 20 ¥ o3x* 4 2.

4, 2 m G2® o TxT 3 O — 2 § 2x' = Ox* o} Tx 4 3.

I11-8 CAMBIO DE VARIABLE, Cualquier en-
tero positivo m puede expresarse como polinomio en #, en que n
> 1 es un entero positivo arbitrario con coeficientes pertenecientes
al conjunto de los enteros 0, 1, 2, ..., n —1 (Teorema 11-13) . Es po-
sible enunciar este teorema de varias maneras con respecto a los
polinomios, El siguiente es uno de los enunciados mds utiles.

TEOREMA i1 -4. Cualquier polinomio p(x) con coeficientes per-
tenecientes @ un campo puede expresarse como polinomio res
pecto de un polinomio arbiirario lineal bx + d.

Dado un polinomio f(x) == »' — 6x" - 2, podemos designar
sus ceros como, 7, 5, £ y buscar un nuevo polinomio cibico g(y) con
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ceros ¥ — 2, s — 2, ¢ — 2. Este procedimiento de reducir los ceros
de un polinomio se usa frecuentemente al resolver ecuaciones cu-
bicas (Cap. 1v-9). Los métodos para obtener los nuevos polino-
mios se estudiardn en los Capftulos 11i-5 y v-3. En el caso ante-
rior, se encontraria que g(y) = y* ~= 12y — 14 0 g(x — 2) == (x
—2)" — 12(x — 2) — 4, en que ¥ — 2 = y. El Teorema im1-4
establece que para nimeros cualesquiera b s« 0 y d pertenecientes
al conjunto de los coeficientes posibles, cualquier polinomio p(x)
puede escribirse en la forma g(bx + d).

La demostracién siguiente del Teorema 1r-4 corresponde es-
trictamente a aquella del Teorema 11 - 13. Dado un polinomio p(x)
de grado m y un polinomio lineal bx 4 d, aplicamos el Teorema
n1-1 para obtener

p(x) = Ppuo(x) - (bx + d) + 14

en donde r; es una constante dado que, si es diferente de cero, su
grado debe ser menor que el de bx 4+ d. Ademds, €l grado de
P4(x) es uno menor que el de p(x). Si p{x) tiene grado positivo,
podemos repetir el procedimiento. En general, ya que p(x) tiene
grado m, repetiremos el procedimiento m veces y obtendremos una
sucesion

p(x) = plx)bx + d) + 7,
px) = px)Xbx + d) 4 7y,

Prd(X) == Pua(x) (bx + d) + Tnsyy
Prso(%) = Pu(x) (bx - d) 4 Tu,

en que los p, son polinomios de grado m -~ § y los r son constan-
tes. Designemos la constante p.(x) por 74 . . Las ecuacioncs pre-
cedentes pueden usarse exactamente como en el Capitulo 11-6 para
obtener p(x) = 7 w 4 2 (bx G- d)* < T (bx - )™ 4+ ... 4 7, (bx
= d) 4 11 = g{bx + d).

La divisién sintética (Cap, 1v-2) y el Teorema de Taylor (Cap.
ur-15) son muy ttiles para efectuar los cdlculos que se necesitan
frecuentemente para aplicar el Teorema 111-4. En consecuencia, no
consideraremos aplicaciones detalladas del Teorema 111-4 hasta des-
pués de que se introduzcan estos conceptos.
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La mayoria de los temas restantes que hemos considerado en 1a
teoria de los nimeros (congruencias, clases residuales, funcién &,
problemas diofénticos), tienen una o mis interpretaciones en la
teorfa de los polinomios. Sin embargo, dado que no necesitaremos
estas interpretaciones en nuestro estudio de la teoria de las ecua-
ciones, mencionaremos solamente el concepto de un ideal que co-
rresponde a una congruencia (Cap. ur-8) . Luego, encaminaremos
nuestro estudio de la teoria de los polinomios en una nueva direc-
cion: en las primeras ocho partes de este capitulo hemos expuesto
correspondencias entre el anillo de los enteros y el anillo de los
polinomios; en el Cap. 1110 iniciaremos la explicacion de varios
tipos de funciones del anillo de los polinomios que corresponden
al estudio del Capitulo 1, sobre varios sistemas de numeros perte-
necientes al anillo de los enteros. Los ceros de los polinomios se
estudiaran en el Capitulo v.

LILRCLCIOS

|, Esaribir p(x) = x* 4 8x — 1 como g(x 4 2).
2. Escribir p(x) = &' 4+ 8x* 4- 5 como gfx 4 1),
8. Escribir p(x) = %% 4 8x* = Tx 4 11 romo gf{x — 2).

*II-9 IDEALES. Concluiremos nuestro estudio de las
correspondencias entre la teoria de los polinomios y la teoria de los
nimeros expuesta en el Capitulo 1, refiriéndonos brevemente a un
concepto relativo a las congruencias (Cap. 1-8) .

Dos enteros a y b son congruentes respecio de un médulo en-
tero m si su diferencia es divisible por m. Dos polinomios p(x) y
g(x) son congruentes médulo un polinomio m(x) st su diferencia
es divisible por m(x). El conjunto de todos los enteros multiplos
de un entero m forma una clase residual [0] (moéd, m) y consti-
tuye el ideal de m dentro del anillo de los enteros. El conjunto
de todos los polinomios multiplos de m(x) consiituye el ideal de
m(x) dentro del anillo de los polinomios. Por ejemplo, x* 4 2x,
x‘, x7 — 12x*, pertenecen todos al ideal de x, mientras que x' 4
b con & £ 0 no pertenece al ideal de x.

Las clases residuales pueden definirse en funcién del ideal de
m(x). 8in embargo, el nimero de las clases residuales ya no es fi-
nito. Por ejemplo, en el anillo de los polinomios con coeficientes
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enteros, cada entero representa una clase residual distinta respecto
del ideal de x, Los teoremas andlogos a la mayoria de los teoremas
sobre residuos de la teoria de los nimeros, cuando los hay, se en-
cuentran fuera del alcance de nuestro breve estudio. En la Biblio-
grafia N9 34 se puede consultar una excelente introduccién al
estudio de esta materia.

EJERCICIO3S

1. Desenbir el ideal de las siguientes expresiones en el anille de los poli-
nomios con coeficientes enteros:

(a) x; (b) x"; () x 4 1.

4. Un subconjunto § de uno o mds elementos de un anille R es un ideal
si (i) la diferencia de dos elementos cualesquiera de § es un elemento de §;
y (i) el producto de cualquier elemento de § por un elemento de R e3 un ele-
mento de 5. Esta es la definicion cortiente de un ideal. Probar que todos los idea-
les del Ejercicio 1 satistacen esta definicién,

3. Valiéndose de la definicion del Ejercicio 2, demostrar que cualquier
ideal § perteneciente 2 un anillo R, debe ser también un subanille de R.

4, Indicar cudles de los siguientes son ideales: (a) €l anillo de los enteros
pares respecto del anillo de los enteros; (b) ¢l anillo de los enteros-respecto del
anitlo de los niimeros racionales.

5. Un anillo § perteneciente a un anillo R ge llama ideal principal si todo
elemento de § es de la forma vb, en que b es un elemento constante ¥ r es un
elemento arbitrario de R. Cada uno de los ideales del Ejercicio 1 es un ideal
principal; en realidad, siempre que el Algoritmo de Euclides se verifica en un
anillo, todo ideal de ese anillo es un ideal principal. Proponer un ejemplo de un
ideal que no sea un ideal principal,

III-10 F UNCIONES. Dado cualquier polinomio
P(x), podemos asociar un numero unico p(b) a cada valor nu-
mérico de b asignado a x. En este caso, los valores numéricos su-
puestos para el polinomio f(x} dependen del conjunto de valores
§ supuestos para Ia variable x. La siguiente definicién de funcién
se basa sobre esta nocién de dependencia.

Se dice que la variable y es una funcidn de la variable x respec-
to de un conjunto de ndmeros §, si a cada valor de x en §, le co-
rresponde uno o mds valores de y. La variable x se llama variable
independiente; vy, la variable dependiente. En rigor, la funcién es
la regla o ley mediante la cual los valores de x dan origen 2 los
valores de f(x). Esta funcidn o regla puede expresarse como un po-
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linomio en x, como un grifico en el plano xy y.de muchas otras
maneras, La relacién funcional entre x e y se sefiala por medio de
los simbolos ¥ == f(x). El conjunto de los valores de § se llama el
dominio de deflinicidn, o simplemente, el dominio de f. El conjun-
to de valores que s¢ atribuyen a y se llama rango de valores o rango
de f. Si a cada valor de % en §, corresponde exactamente un valor de
y, se dice que la funcién de x respecto de S es una funcién unifor-
me. Si para cada valor de x corresponden dos o mis valores de y,
se llama una funcion multiforme de x.

Teniendo en cuenta estas definiciones, las proposiciones for-
muladas 2l comienzo de esta seccidn (Cap. m-10) implican que
cualquier polinomio p(x) es una funcién uniforme de la variable x.
Esta aseveracién es una consecuencia de las definiciones del Ca-
pitulo 1, ya que para cualquier valor numérico dado de x, por
ejemplo b, p(b) supone sélo un nimero finito de las operaciones
de adicién, sustraccién y multiplicacién de numeros. Cada una
de estas operaciones ha sido definida como vnica. Consideremos,
por ejemplo, p(x) = x* — 7x* 4 8x <~ 2 para x = 5, en donde

pB) =5 -5+ -5=7-5-543 -5 42
estd univocamenté definida.

Hemos visto que ¢l conjunto de valores, o rango de la funcion,
depe:nde del conjunto § de valores que se atribuye a la variable x,
es decir, del dominio de la funcién. Es conveniente identificar los
conjuntos § a los cuales se restringe x comunmente. El conjunto
de valores 8§ suele consistir en uno o mds intervalos, en donde el
conjunto de todos los nimeros reales que satisfacen cualquiera de
las siguientes relaciones, se denomina un interwalo: x < a, x =
ga<x<bhasxchaea=s=x=ba<e=bb=xb<x
para numeros reales cualesquiera a, b. El conjunto ¢ < x < &
también se llama un segmento o intervalo abicrio; @ = x < b no
es ni abierto ni cerrado y suele denominarse intervalo semicerra-
do; a = x = b se llama intervalo cerrado. Cuando €l conjunto §
comprende a todos los niumeros reales o a un solo intervalo de
nimeros reales talesque x < 0,0 < x < 1,6 2 = #, x se llama
una variable real continua. Cuando el conjunto § comprende a
todos los enteros positivos, x se llama una variable entera positiva.

En seguida, nos prepararemos para definir una funcién conti-
nua (Cap. m1-12) . Esta preparacién es uno de los propdsitos prin-
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cipales de esta seccion y de la siguiente {(Cap. mr-11)}. La conti-
nuidad es una propiedad importante de todos los polinomios en
variables continuas. En realidad, encontraremos (Ejercicio 4, Cap.
ir-13) que cuando x es una variable real continua, el polinomio
P(x) es una funcién continua de x. Esta propiedad de los polino-
mios es fundamental y se aprovecha para encontrar rajces de cual-
quier polinomio fi(x). (Ejercicio 5, Cap. ur-13; Cap. 1v-5). Una de
las mejores definiciones de una funcién continua supone ei con-
cepto de limite,

El concepto de limite se considera frecuentemente como ma-
teria del andalisis, tomando en cuenta que las tres principales subdi-
visiones de las matemdticas son dlgebra, geometria y andlisis. Sin
embargo, los conceptos fundamentales del dlgebra no pueden cons.
tituir un compartimento, una entidad estrechamente entrabada,
separada totalmente de la geometria y del anilisis. Un postulado
sobre la existencia de todos los nimeros reales puede usarse tam-
bién para postular la continuidad de una recta en geometria (Cap.
-12) . Nos hemos valido de representaciones geométricas de rela-
ciones algebraicas para aclarar conceptos (Cap. 1-12 y también Cap.
1-16) . De la misma manera, consideraremos, en seguida, unos cuan-
tos temas del andlisis [limite (Cap. wr-1l); continuidad (Cap. m-
12 y 18), y derivada (Cap. 11-14)] que nos servirdn en nuestro
estudio de la teoria de las ecuaciones (Cap. iv) y en este capitulo
en la exposicién de las siguientes correspondencias entre los nu-
meros y las funciones:

enteros polinomios

numeros racionales funciones racionales
numeros algebraicos funciones algebraicas
numeros trascendentes funciones trascendentes
nuameros reales funciones analfticas

EJERGICIOS

1, Seiialar cudles de las funciones siguientes son funciones uniformes de x
{considerar solamente los valores reales de x y de y);

(@ y=2"—3+1 e y=2°
(b)y=‘\/$s—'9 '({) P o= ].ggx
(©) y= (=* - 9) *(g) 9 = senx
(d)ya-f—,—i-—} #(h) y == arcsenx
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2, Sefialar el dominio de definicidn y el rango de valores para cada una de
las funcionies del Ejercicio 1.

8. Proponer cinco funciones multiformes de x.

4. Dar tres ejemplos de cada uno de los siguientes tipos de intervalos: (a)
abierto; (b) cerrado; (¢ ni abierto ni cerrado.

5. Indicar cuales de las siguientes definen funciones de la variable real x:

) y o= oxt o 3% ]

b)) y=xparax > 0, % == — x para x << 0}

¢} ¥ = x — [x], en que {x] indica el mayﬁr_cmero = X

d) y==x/(x'—=2; -

c} y = 1 six es raciopal, ¥y = 0 si x ¢8 irracicnal;

*f) 9 = tan x;

g) ym2pumax L —Ly=—xpara—1=<x=03y= 1/x para @ <& x.

6. Repetir el Ejercicio 5 para el caso en que ¢l dominio de definicidn de x
e5 ¢l conjunto de (a) los nkmeros racionales; (b) los enteros positivos,

7. Si f{y) cstd dado por x == y", entonces el valor principal de la funcidén
inversa f~ (x) estd dado por y = x'". Aprovéchese esta relacién para definir
x¥m para (i) x > 0 y cualquier entero n % 0; y (i) cualquier valor real de
x y cualquier entero impar n (Ejercicio 13 Cap. 1 — 12) . Determinar las funciones
inversas de cada una de las siguientes:

a) X o=y 2 g x = (ay 4 b) | (cy 4 d), en donde
b) % =2y ad — be == 0 (Ver Teorema IV — 8)
o %z B3y 45 hy ¥ = g{x)

d) x =y *i) x=mseny

€)X g y¥ ) x am @

H x=04+Dip-=-10 *k) x = log; ¥.

8, Discutir Jas relaciones entre los dominios y rangos de f() ¥ [ (%) en

-

cada ftem del Ejercicio 7.
9. Encontrar las funciones inversas en ¢ada una de las siguientes:

a) x=y+d dy x =o" 4 b
by x = by *2y x — a% ¢n donde 8 < a
) x=cy 4 b *f) x = log,y, en donde 0 < b,

10. Emplee ln definicién de x¥" que aparece en el Ejercicio 7 y defina
™M™ para X 2> 0 ¥ enteros cualesquiera m y n.

*El astevisco indiea gue el ejercicio incluye conceptos que no se han tratado
en el presente texto, pero que debieran ser familiares 2 la mayoria de los
lectores,
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11; Una funcién f(x) real uniforme 3 una funcidn creciente de x en un
intervalo @ < x <7 b sl f (% o #) w f(x) > 0 para todo x ¥ todo & tales que
@ < ¥ < % 4 h < b Demostrar que x* es una funcién creciente de x para
x>0
" 12. Demostrar que ™ es una funcién creciente de x para ¥ > 0 y coalquier
entero positiva n. (Indicacidn: sea x 4 h = »; valerse del Ejercicio 7, Cap.
I—4).

18, Definir una funcién decreciente de x y demostrar gque x es una fun-
cién decreciente de x para cualquicr entero positivo n y 0 < x < 1.

14. Demostyar que «* es una funcién creciente de la variable positiva entera
% cuondo @ > 1.,

15, Repetir el Ejercicio 12, siendo n un entero cualquiera,

16, Demostray gue a* es una funciéon decreciente (e la variable entera x para
0 <a<l ; _

17, Senalar, en el Ejercicio 7, las funciones que son funciones crecientes de
la variable real y. Determinense los intervalos cuando sea necesario.

18. Seiialar Ias funciones crecientes del Ejercicio 9.

III-11 LIMITES. Definiremos primero el limite de
un conjunto ordenado de numeros reales

.{a..}. = Q1 Qg «vup Gny oo

La notacién {a.,.}. indica que existe un nimero a. correspondiente
a cada entero positivo n, y que los nimeros a4, (no necesariamen-
te distintos) se consideran en el orden de sus subfndices. Por
ejemplo, si a, = 12", tenemos a: = 1, @& = }, a; =, ... Tales
conjuntos ordenados se llaman sucesiones de numeros. También
estudiaremos sucesiones de funciones, tales como {x" — 11

Las sucesiones:

lyiririv---;lfﬂ’:---; .
_%} +%9 _'&r +T’B': rey (_1)“/2"1 ey
.1,.01,.001,...,10™, ...

tienen, evidentemente, una propiedad comin, porque para cada
sucesion Ja, ! el término a, puede elegirse arbitrariamente de modo
de obtener un valor absoluto pequefio eligiendo valores de n su-
ficientemente grandes. En otras palabras, |a, — 0| puede hacerse
menor que cualquier nimero dado positivo g, haciendo n tan
grande como se quiera. Designaremos por N un valor particular
de n tal que |a, — 0| < ¢ para todo n = N. Puesto que |a,| >
|2n:} en cada una de las sucesiones dadas, resulta evidente que |a.
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tir - 11 Limites
— 0| € e para n = N implica que se satisface también la misma
relacién para cualquier = N. En la terminologia del anilisis, se
denota la dependencia de N respecto de g escribiendo Ng Por
ejemplo, si ¢ = 1 y a.} = {1n}, entonces podemos elegir N.
= 2. Si ¢ = .01 para la misma sucesién, elegimos N,, = 101, La
necesidad de esta dependencia de N respecto del & dado resulia
evidente porque para cualquier valor dade de N, se podria elegir
un ¢ tal que el N dado no satisfaga las condiciones pedidas, En par-
ticular, si Ja.\ = 513/..11} y N = 1, 658, 972 es dado, se necesita
s6lo hacer ¢ — 107 para probar que ¢ debe darse primero y Ne
elegirse respecto del £ dado. Usando esta terminologfa, podemos
describir la propiedad comun de las sucesiones anteriores dicien-
do que dado cualquier nimero positivo g, existe un entero Ng tal
que |a, — 0| < € para todo n = Ne. Se dice que las sucesiones que
tienen esta propiedad se aproximan a cero como limite y de aquf
que sean llamadas sucesiones nulas,
Si consideramos las sucesiones:

9, 99, 999, ..., (10" — 1) 107, ...,

Ly By b o 1) 0

encontraremos que en cada sucesién los términos a" tienden a 1 ¢
medida que n# aumenta. Dado ¢ — .1, podemos hacer Ng = 2 en
la primera sucesién y Ne¢ = 11 en la segunda sucesion para obte
ner ja, — 1| << ¢ == .1 para todo n = Ng. Asimismo, si ¢ = .001.
podemeos hacer Ng = 4 en la primera sucesién y Ng = 1001 en la se-
gunda sucesién. En general, se dice que unae sucesidn de nimeros

a;’ a” T a. e
tiende a un limite finito 4, lim a, =— A, si para lodo nitmero posi-

tivo ¢ existe un entero Nt ta,}-’qﬁe para cualquier n = Ne se satis-
faga la desigualdad |a, — A| < &.

Pueden definirse muchas sucesiones tales como {n} y {~n*} que
tienden a limites infinitos (Ejercicio 8) (ver Bibliografia N° 12,
p4g. 38). Muchas otras sucesiones, tales como {(—1)*} y {n(=1)"},
oscilan y no tienden a ningiin Iimite. No consideraremos tales su-
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Meserve { Conceptos fundamentales de 4lgebra
cesiones, dado que necesitaremos solamente sucesiones convergen-
tes, es decir, sucesiones que tiendan a un limite finito. Un buen
estudio general de sucesiones puede consultarse en (Bibliografia
N@ 12, pags. 27-41).

Las manipulaciones de las desigualdades numéricas que se em-
plean en la determinacién de Ne para una sucesiéon dada, se basan
sobre las deliniciones del Cap. 1, Secciones 6, 9 y 12, En resumen
dado ¢ < b, resulta para cualquier niimero real ¢

at+c<b+te
y, por lo tanto,
a—c< b—c
También
ac < be si ¢ es positivo,
ac = be si ¢ es negativo.

La convergencia de una sucesién puede considerarse también
con respecto de las sucesiones de Cauchy. Una sucesién de niimeros
reales {a,} se llama una sucesibn de Cauchy si para cualquier nu-
mero dado positivo ¢ existe un entero Ne tal que [a, — ans| < €
para n = Ng y para todo entero positivo k. El criterio de conver-
gencia de Cauchy (Ejercicio ¥) establece, entonces que toda su-
cesién de Cauchy es una sucesion convergente y, a la inversa, que
toda sucesién convergente cs una sucesion de Cauchy. En conse-
cuencia, puede probarse que una sucesién es convergente demos-
trando que es una sucesion de Cauchy.

Todas las sucesiones precedentes se obtuvieron expresando a.
como una funcién de la variable positiva entera n y considerando
la sucesién de valores de a, para n = 1, 2, .... Tambié¢n podemos
obtener sucesiones expresando el término general, por ejemplo, a.,
como una funcién de una variable real continua x y considerando
la sucesién de valores de «. que corresponden a cualquiera suce-
si6n de numeros reales elegidos como valores de x. Por ejemplo,
sea @y = x - b y elijamos para x los valores 1, S FET0 BV 3.
1/n/n, .... Nos serviremos de este concepto en las dos secciones
que siguen de este capitulo para definir una funcién continua y
una variable continua,
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EJERCICLIOS

1. Dcmostrar que las sucesiones siguientes son succsiones nulas:

i B &5 B R Al B 45
' P P -, ’
1 1 1 1 1 (=1)h
E’ —— §’ _Té’ ..3_2...’ ey ---2-3-‘-—, LR )

1

1, 01, 001, 0008, ...y pmo e

2. Lscribir los primeros cinco términos y encontrar el limite de cada una de
las siguientes sucesiones:

a) .{n‘*}; 1) *[Em + (— i n }; ) { (L }.

3. Decterminar Ne para cada una de las sucesiones del Ejercicio 2: (a) sig
€s un numero positivo arbitrario; (b) si g = . 0l.

4. Demostrar el critevio de convergencia de Ceuchy: una sucesién de nd-
meros rezles .{a,,} tiende a un limite finito 4 si y sélo si para cualquier nimero
positivo dado g existe un entero Neg tal que |a” - amk[ < e paran > Ng y para
todo entero positivo 2. (Ver Bibliogratia N? 21; pigs. 35-36).

5, Silima, = A4 ylim b, = B, en donde A y B son nameros reales, demos-
n=» co - 00
trar que:

(@) lim (¢n 4 b)) =4 + B,
=y oo

(b) lim (8, « bs) == A4 — B,
R 00

(¢ lim a.b, = 4B, y

H—s o0 4
. Gy A
(d) paraﬂ%ﬁ,hm—b—“‘ =5 -

N oy

6. Para postular Ja existencia de los numeros reales suele utilizarse la supo-
sicidn de que toda sucesién convergente de ndimeros racionales tiene un limi-
te. En el Ejercicio 5, se ha sciialado que los limites de Tas sucesiones de nymeros
pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse lo mismo que los niimeros.
Probar que las relaciones de orden para los litnites de las sucesiones son

andlogas, pero no cxactamente las mismas que las relaciones de orden para los
numeros, demostrando que
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a) sia, => 0lima, == 4, entonces 4 = 0.

= o0
b) sia, = b,lime, =4, lim b, = B, entonces 4 = B.
n-> oo =~ 0
¢) es posible que sea a, > b, lim g, =4, limb, =B,y 4 = B.

o fi=> ot

-

7. Tor medio del Ejercicio 10, Cap. TIl — 10, y de la definicién de un ni-
mero Teal como el limite de una sucesién de niimeros racionales, definir x*
para cualguier numero ezl positivo 2.

8. Podemos definir Ios simbolos lim 4, == 4 o, Im — a, == — oo si para

= o0 ti— oo
cualquier ¢ > © existe un entero Ng tal que ¢, > lfg para n = Neg. Siendo

asl, se dice que la sucesién Ja, L se ha hecho positivamente infinita si para cual-
quier entero positivo dado g se tiene 4, > p para todos los valores suficiente-
mente grandes de n. Demostrar que si el lim 4, = + oo, lim &, = B, en donde

Tl=> 00 fi~> 00
B, es finito y el lim ¢, == 0, entonces.

1> o0

a) lim (g, £ &) = 4+ co.
timd 00

by lim :_b“—an) =— -
n->co
.

¢ lim—=.= 0.

aﬂ

N30

d) lima, b, = 4 co 810 < B.
ﬂ-&aab

) lim—-c—"-: 4 op 10 < B.
nes oo

9. Utilizay los resultados del Ejercicio 8 para justificar las signientes con-
venciones, en donde B ¢s finito:

2) e *+ B = e, | d) o . Bz 00 si0 LB,

b) BD— g =— 5. C)Bf0=w8i0<.n.

) Bjo=0,
Nétese que también hay algunas operaciones indefinidas respecto de los simbolos
0 ¥0 o — 0l onf/ooi0/0; 60.0; 0% oo 1%

10. Dada una sucesién infinita _{a_} de nimeros reales, en donde n es una

L]
variable entera positiva, la suma indicada 3, a, se llama serie infinita de mimeros

n=1
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reales, La serie converge hacia (tiene una suma) § si y s6lo si la sucesién de
sumas parciales s, en donde s, == @, 4 4, 4 ... -} @, liene un limjte Sy S es
finito. Se dice que la serie es divergente en todos los otros casos, es decir, cuan-
do (i) {sﬂ}_ se hace positivamente infinita; (ii) i.s“ se hace negativamente
infinita; (ii1) 4quL oscila y por lo tanto § no existe. Proponer ejemplos que
ilustren cada uno de estos tres casos de series divergentes.

o0 o]

11. Demostrar que si § a, = §, 3 b, = R y C, es cualquier ntimero real,
7o 1 n=1

entonces

(a:l Eanms—dl—agw...._akwh

R
®)C+ D an=C+5
nal

© i Cos = CS,
nol

(d) lim aq = 01

n—e

(e) i(a,.-—!—b..) =85+ R.

nm=]

12. Expener en palabras cada uno de los item del Ejercicio 11 e indicar su
significado. )

II1-12 CONTINUIDAD. Frecuentemente he-
mos ofdo decir que una curva continua es aquella que puede tra-
zarse sin levantar el lapiz, Tales curvas son efectivamente conti-
nuas y esta definicién es fécil de imaginar. Sin embargo, tal defi-
¥

1

Ae o\ ;
7L VA —

Fic, 1111
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nicién no es exacta, dado que existen curvas, tales como y == x sen
(1/x) en las cercanias del origen, que oscilan tan rdpidamente
que no pueden trazarse con un ldpiz (Fig. 1), y sin embargo,
algunas de estas curvas son también continuas. Una curva conti-
nua es el grifico de una funcién continua y, a la inversa, el gra-
fico de una funcién continua es una curva continua. Nos servi-
remos de este hecho para definir la continuidad con respecto a
los limites de las curvas y de las funciones,

Consideremos la funcién y = f(x) cuyo grifico aparece en la
Fig. m-2. Esta funcién estd determinada por

y = 2 para x < =1,
—x para —1 = x =0,
1/x para 0 < x.

I 1l

De este modo podemos asociar exactamente un valor de y con
cada valor real de x para todos los numeros reales x. Siendo as{
(Cap. 11-10) , tenemos una funcion unilorme y = f(x) de una va-
riable real continua x.

Del gréifico se desprende
que la funcién es continua
para los x positivos, pe-
ro no para todos los x.
—————) 2 Examinemos ahora la cur-
1 va mds detalladamente y
s . — » tratemos de encontrar un
fundamento para descri-
bir una curva como con-
Fic. m—2 tinua,
Toda interrupcién en
la curva debe producirse en algin punto tal como x = «l1yx = 0
de la Fig. -2, Por eso nos referiremos principalmente a la con-
tinuidad en un punto. 8i una curva es continua en todos los pun-
tos de un intervalo (Cap. u1-10), se define como continua en ese
intervalo. La curva en reterencia parece ser y es continua en ca-
da uno de los tres segmentos ¥ < —1; —1 < x < 0; 0 < x. Los
puntos en los cuales la curva salta o se interrumpe se llaman pun-
tos de discontinuidad. Estos puntos pueden definirse exactamente
por medio de limites de sucesiones (Cap. 1r-13).
Supongamos que y = f(x)} estd definida igual como en la Fig.

y
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ur-2. Para cualquier sucesion de nimeros positivos Ja.b que tiene
un limite 2, existe una sucesién correspondiente J1/a.l de valo-
res de y = f(x). Se dice que la funcidén f(x) es continua en x = 2,
puesto que para foda sucesidn de valores de x que tenga el limite
2, 1a sucesion correspondiente de valores de f(x) tiene el limite } y
f(2) = 4 La funcidén f(x) es discontinua en x = 0, puesto que
existen sucesiones nulas de valores de x tales que las sucesiones
correspondientes de valores de f(x) no tienden al mismo limite. En
particular, si la sucesién de valores de x es {—1/n}, entonces la
sucesion de valores de f(x) en la Fig. 111-2 es 1 /n | tiene limite cero.
8i la sucesion de valores de x es jl./n , entonces la sucesion de
valores de fix) es 113 b que crece in efinidamente. Is asi como exis-
ten sucesiones nulas de valores de x tales que las sucesiones co-
rrespondientes de valores de f(x} no tienen el mismo lmite. La
funcién y la curva de la Fig. 111-2 se llaman, en este caso, discon-
tinuas para x = 0. En la Fig. mrl toda sucesién nula de valores
de x corresponde a una sucesion de valores nula de y =— xsen {1/x)
y, suponiendo que ¥ = 0 cuando x = 0, se dice que la curva es
continug para x = 0,

De la Fig. m-2 resulta evidente que si x tiende a cero por me-
dio de cualquier sucesién de valores negativos, la sucesion corres-
pondiente de valores de y = f(x) tiende a cero. Este limite comtn
de todas las sucesiones de f(x) que corresponden a sucesiones de
valores de x que tienden 2 cero por el lado negativo se indica por

medio de la notacién lim f(x) = 0. Anidlogamente, respecto de la
X=0"

Fig. mr-2, diremos que lim f(x) es infinito, que el lim f(x) = 4,
x>0 x=>2-
que el lim f(x) = %, que el lim f(x) = 2, lim f(x) = 1. £n la sec
x = 2¢ Xep —1- x=y — 1t

¢ién siguiente usaremos los conceptos de limite por la izquierda y
limite por la derecha para definir una funcién continua.

EJERCLC1038

1. Hacer el grifico (no se exigen condiciones algebraicas) de una funcién
f(x) tal que:
ay lim fix} = —1 ¥y lim fix) = + 1;
%= 0 x = 0
b) lim f{x) = 0 y lim f(x) = 5.
% = 27 x = 2*
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Meserve / Conceptos fundamentales de algebra
2. Por definicién, lim f(x} = f(a) si y solo si lim f{x) == lim f(x) = f(a). Hacer
3 ] K0 Xx—>a*

el grafico de una funcidn tal que lim f(x) = f(a} para todo valor real de a.
x->a
8. Hacer el grifico de una funcién tal que lim f(x) o4 f(a) para a = =2,0,2.
Ko @

4. Hacer ¢l grafico de una funcién tal que lim f(x} = & f{0) = I; y lim
x=0"

) = 2. R

5 Hacer el grifico de una funcién tal que lim f(x) = 0; f(0) = 1, y lim
f(x) =0, x>0 x—>0*
I11-13 FUNCIONES CONTINUAS. Cuan-

do x es una variable real continua, se dice que una funcién uni-

forme y == f(x)} determinada para a < ¥ < b, es continua para X,

en quea < x, < b,siysélosilim f(x) = f(x,} = lim f(x). Como
. X=X, i x=>x*

se seftald anteriormente, f(x} es continua en un intervalo si es con-
tinua en todos los puntos del intervalo. En consecuencia, la funcién
f(x) es continua en un intervalo si y sélo si el limite por la iz
quierda, el limite por la derecha y el valor de la funcién son igua-
les en todos los puntos de ese intervalo.

St los dos limites lim. f(x) y lim f(x) son finitos ¢ iguales, entonces
x=>x." x>x,*

o bien su limite comin es f(x,} y f(x) es continuo en x — X, o su
limite com1in no es f(x,) v f(x) tiene una discontinuidad evitable
en x = x.. Por ejemplo, la funcién:

flx) =1 cuando x < 3§,
= 2 cuando x = 3,

— 4 — x cuando x > 3§,

estd representada en la Fig. -3, Hay una discontinuidad evitable
en x = § que puede eludirse definiendo nuevamente f(x), como
sigue: .
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n: = i3 Funciopes continuas
fix) = 1 cuando x = 3,
= 4 — % cuando x > 3.

Si los dos limites son finitos, perc no iguales, f(x) tiene una dis-
continuidad en x = x, que se llama salto finito. Por ecjemplo, en
la Fig. m-2, f (x) tiene un salto finito en » = —1.

y
y

e
Y "

Fic. mi—3 Fic. ni—4

o

$8i por lo menos unc de los limites no es finite, entonces o bien
por lo menos un limite se hace infinito y f(x) tiene una disconti-
nuidad infinita o un limite oscila (no existe) y f(x) es disconti:
nua. Por ejemplo, en la Fig. nx2, f(x) tiene una discontinuidad
infinita en x = 0. Las funciones y = 1/ y 1/x* tienen también
cada una discontinuidad infinita en x = 0. La funcién cuyo gra-
fico aparece en la Fig, 1u1-4 estd dada por:

f(x) =1 cuando x = 0,
= sen (1/x) cuando x > O.

Si{x} = 41/(n n) |» entonces {f(%)p = {0} tiene Hmite 0 si

=42/[(4n + 1) n]} luego {f(x)} = {1} tiene limite 1. En reali-
dad, para cualquier b, —1 = b = 1, existe una sucesién nula de
valores positivos de x tal que la sucesién correspondiente de valo-

res de f(x) tenga un lfmite b. En este caso, lim f(x) no existe y se
o i . X - o
dice que la curva y la funcién son discontinuas en x = 0.

Daremos ahora una segunda definicidén de una funcién continua,

en la que se reemplaza el concepto de Hmite por algunos de los
conceptos empleados en la definicién de un limite. Aqud de nuevo
un dibujo serd una ayuda visual muy util.
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Fic. -5

Una funcién uniforme f(x) (Fig. m - 5) definida por a =< x =
b es continua en x = ¢, en donde a = ¢ = b si y s6lo si para cada
e > 0 existeun § g, tal que | (x) — f(¢) | < e para todo x compren-
dido en @ = x = b que satisfaga |x — ¢| < & e.. La notacién
3 £. indica que § depende del ¢ dado y del punto elegido x = .

Si dos funciones f (x) y g (x¥) son continuas en x = ¢, entonces por
definicién, dado ¢ > 0, existe un valor positiveo § ¢. para f(x} y otro
para g (x) . El menor de estos dos niimeros positivos satisfard las dos
funciones f(x} y g(x) en x = ¢. Asimismo, si f(x) y g(x) son conti-
nuas, existe un § g, tal que se verifica |f(x) — f(c)| < &y [g(x) —
g(c)] < g para |x — ¢| < B &.. Aprovecharemos estas relaciones para
demostrar que la suma f(x) 4 g(x) de dos funciones continuas, es
continua. Dado ¢ > 0, /2 serd nuestro nimero positivo y elegire-
mos § tal que para [x — ¢| < §, tengamos {f(x) — f(c)| < /2 y
la(x) — g(e)| < /2. Luego

(2} + g(x)} — [f(c) + g(e)l] = [x) — f(c) + g(x} — g(c)| =
) — Kl + le(x) — gle)l < /2 4+ ¢/2 =&

Esto completa la demostracién de que la suma de dos funciones
continuas en un punto, es continua en ese punto. El conjunto
siguiente de ejercicios requiere el método de demostracién ya cita-
do, y permite llegar a uno de los principales resultados de esta sec-
cién, es decir, al Ejercicio 4. La demostracién de este ejercicio
se desprende de los ejercicios precedentes, teniendo en cuenta que
cada polinomio consta de una variable y de un conjunto de coefi-
cientes combinados por medio de operaciones de anillo.

EJERCICIOS

1. §i f{x} es continud en x = ¢ y gfx) es continuo en x = ¢, demostrar que
f(x} — g(x) es también continuo en x = c.
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2. Si f(x) y g(x) son continuos en ¥ = ¢, demostrar que ffx) . g(x) es tam-
bién continuo en ¥ = .

3. Si f{x) y g(x) son continuos en un segmento 8 < x < b, demostrar que
fix) + g(x), f(x} — g(x), ¥ f{x} + g(x) son continuos en €se MmMismo segmento.

4. Demostrar que cualquier polinomio en una variable real continua x con
coeficientes reales es continuo para todos los valores reales de x.

5. Si existen ndmeros reales a ¥ b, a « b, tales que pia) - pF) < 0, en
donde #yx) es un polinomic real, demostrar gue hay un niimero real ¢, a < ¢ < b,
tal que p(c} = 0. (Ver Bibliografia NO 12; pdgs. 66-67) .

6. Hacer €l grifico y discutir la continuidad de cada una de las signientes
funciones:

ay ¥ =x'—9 £y = 2%
b)y:v’x'_g g) yox=1 parax <0
c) ¥ = x* = x parax > 0
d) ay =1 hy y = |x] para x =40

x4 1 =1 para x = 0
£ ¥ =irey

7. Dibujar graficos de funciones uniformes que ilustren cada uno de lo
casos siguientes:

a) discontinuidades evitablesen x = 0y x = 1;

by discontinuidades finitas en ¥ = n para todos los enteros positivos n;

c) discontinuidades infinitas para x = 4.1y x = ~1

8. Proponer expresiones algebraicas para funciones uniformes que cumplan
con las condiciones pedidas en el Ejercicio 7.

9. Una funcién uniforme f{x) definida en el intervalo a = x << b es unifor-
memente continua en ese intervalo si y sélo si para todo g > 0 existe un g tal
que |ffx} — f(x,)| < ¢ para todo x y x, (cuzlquier valor determinado de x) en el
intervalo dado que satisfaga | x — x_| < §¢ Hacer el grifico de una funcién que
sea continua en 0 « x <« 1 pero no uniformemente continua en ¢ x < L.

10. Demostrar (ver Bibliegraffa N¢ 12; pdgs. 65-66) que si una funcién es
continua en un intervzlo cerrado, es uniformemente continua en ¢se intervalo.

11. Demostrar que si una funcién es continua en un intervalo cerrado: (a) €s-
td acotada er ese intervalo; (b) tiene un mdxime M y un minime m en ese
intervalo, y (¢) adquiere cualquier valor b, por lo menos tina vez en ese inter-
valo, siendo m =<5 b << M,

12. Hacer el grifico de una funcién y = ffx) que sea uniforme, continua y
creciente para @ << ¥ <= b, Puede demostrarse que existe una funcion inversa co-
rrespondiente x = ,f"(y) que cs también uniforme, continua y creciente (ver
Bibliograffa Ne 12; pigs. 67-68). Compruébense estas propiedades para la fun-
cién representada en el grifico,

13. Valiéndose del resultado expuesto en el Ejercicio 12, demostrar que y*»
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puede definirse como una funcidén creciente de y, uniforme y continua, en
donde y > 0 y n es cualquier entero positivo (ver Ejercicio 12, Cap. 1m1-10) .

14. Para e > 1 demostrar que a* s una funcién creciente de la variable po-
sitiva teal x (ver Ejercicio 7, Cap. 1m-11).

15. Demostrar que log, ¥ puede determinarse como una funcién creciente,
uniforme y continua de y, en que y > 0 ya > 1.

fund tales de Algeben

II1-14 DERIVADAS. Lasderivadas de un polinomio
pfx) pueden definirse mediante limites o simplemente por medio
de los coeficientes del polinomio p(x 4 k). Si p(x) == x*, entonces
x4 h} = x" 4+ 2xh 4+ R'. El coeficiente de h en p(x - h) puede
considerarse como la primera derivada de p(x) = x". Se escribe
(djdx) p(x) = p/(x) = (x*Y = 2x. En general, la derivada de cual-
quier polinomio p{x) puede considerarse como el coeficiente de
h en el desarrollo de p(x + h).

La derivada con resi)ecto a x de cualquier polinomio p(x) se
define comténmente como

2(z) = ?(3 + h) p(x):

puesto que este limite existe en los polinomios para todos los valo-
res reales de x y esta definicién puede hacerse extensiva fécilmente
a funciones més generales. La derivada en x == %, (un valor deter-
minado de x) de una funcién f(x) uniforme arbitraria se define por

f.i' (xo) f{xﬂ + h) f(zo)
siempre que el limite exista. Cuando el limite no existe, la derivada
es indefinida,
y Geométricamente, la  defini-
ci6bn precedente de la derivada
Hxstd) de f(x) puede representarse por
f(x) A medio de la tangente y la secante
en el grdfico de f{x). Cualquiera
recta que corte el grafico de f(x)
Xo torkh en dos puntos puede llamarse
Fi6. m—6 recta secante o. secante. En par-
ticular, consideraremos una secante (Fig. 11-6) que corte el grifico
de f(x) en [xo, f(xe)] ¥ [%o 4 &, f(xs 4 BJ. La pendlente de esta
recta puede considerarse como

—_

.4
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ni - {4 Derivadas

Jlzo + k) — flz)
P

La récta tangente o tangente al grifico de f(x) en [x,, f(x,)} puede
definirse como la posicién limite de la secante sefialada a medida
que h tiende a cero. De aqui que la pendiente de la tangente en
X = X, sea el limite de la pendiente de la secante, a medida que A
tiende a cero y es precisamente la derivada de f(x) en x = x..

La derivada estd indefinida en todos los puntos de disconti-
nuidad y en los puntos de una curva en la cual la pendiente de
la tangente sea una funcién discontinua de la variable indepen-
diente. Por ejemplo, si

HED

x cuando x = 1,
2 — x cuando x > 1,

Tl

tenemos, el gréfico de la Fig. nr - 7. En x = 1 la pendiente de la
tangente cambia abruptamente de 1 a —1 y la derivada en x = 1
es indefinida.

Dado cualquier monomio bx", se puede obtener

bz 4 k)™ = blan + nhpr=t + i(il":_'g.l_) Rt o - 4 B

De este modo nbx™ es la derivada de bx" sea que la derivada se
considere como un limite o como el coeficiente de . En seguida

vy observaremos que [f(x) -+ g(x)]’
puede considerarse como el coefi-
ciente de & en [f(x 4~ k) 4+ g(x +
h)l, es decir, [f(x) - g(x)I =
fi(x} ~ g'(x). En otras palabras,
la derivada de la suma de dos
funciones es igual a la suma de
las derivadas de las funciones. En
particular, considerando un polinomio como una suma de mono-
mios, la derivada de un polinomio es igual a la suma de las deri-
vadas de sus términos (monomios). Dado que cualquier monomio
bx" tiene una derivada nbx™ la derivada de cualquier polinomio

Fic. m1—7

P(x) = @n -+ G Qo + a2k L.+ ax”

resulta
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Meserve / Conceptos fundamentales de dlgebra

(%) = Guu + 2804% + 38.5%" -} ... nax™.

De este modo encontraremos Ia primera derivada p'(x) con respecto
a x de cualquier polinomio p(x). Dado que P/(x) es también un
polinomio, puede repetirse el procedimiento para obtener p”(x),
la derivada de p‘(x) con respecto a x,

P(x) = 20 + 3 - 20.3% - ... - n(n — Dax"".

Andlogamente, se puede obtener p”(x), p(x), ..., p™(x). Y por
ultimo, p"™™¥(x) == 0 para cualquier entero positivo &, ya que la
derivada de una constante es igual a cero. Hablaremos de p™(x),
en donde r es cualquier entero positivo, al referirnos a la r-ésima
derivada de p{x).

Los valores de p(x) y sus primeras n derivadas cuando x = 0
estdn estrechamente relacionadas con los coeficientes de p(x}. Por
ejemplo, en x = 0, tenemos 2(0) = ., F'(0) = Gur, P”(0) = 2a..,
(0 = 3(2an.s), - .., P™(0) = nXa,). Si estas ecuaciones se resuel-
ven respectivamente para Gn, @ns; @ns ---, @, Y S€ sustituyen las
expresiones correspondientes por los coeficientes del polinomio
P(x), tenemos

2(z) = p(0) + p'(0)x + p';(?) 24 2"(0) s P™(0) »
' 3! i

Este método de expresar un polinomio p(x) por medio de sus
derivadas en un punto (en el caso anterior en x == 0) es un caso
especial de la formula de Taylor para los polinomios:

p@) = 2@ + P @@ - @)+ EiD g — a4 EDD gy

Esta férmula puede aplicarse para expresar cualquier polinomio
P(x) por medio de los valores del polinomio y de sus derivadas
en x == a, para cualquier nimero real a. También proporciona un
método efectivo de expresar p(x) en la forma g(x - k&), en donde
@ = — h, es decir, reemplazando la variable x por la nueva varia-
ble x 4+ h (Cap. mi-8).
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1t = 15 Serie de Taylor

Hemos visto que dado cualquier polinomio p(x) de grade n, po-
demos obtener su k-ésima derivada para cualquier entero positivo
k. También para un polinomio f(x) de grado n, hay miximo n - 1
términos en su férmula de Taylor, dado que #™*(x} = 0 para todo
entero positivo k. Sin embargo, existen funciones tales como f{x)
== ¢* para las cuales no se anula ninguna derivada en x = a. En
estos casos la férmula de Taylor se amplia en la serie de Taylor
(Cap. mr-15).

Ya hemos examinado todas las propiedades de los polinomios
que necesitaremos en el Capitulo 1v. Las propiedades del anillo
de polinomios que corresponden a las propiedades del znillo de
los enteros, el hecho de que todo polinomio en una variable real
continua sea continuo y la expresion de cualquier polinomio
por medio de sus derivadas empleando la férmula de Taylor, nos
servirdn en nuestros estudios futuros,

Pondremos fin al presente capitulo con un breve examen de la
serie de Taylor y de las funciones analiticas. Estos dos conceptos
son muy importantes en matemiticas superiores, pero no son
necesarios para nuestros estudios ulteriores. El papel fundamental
de las funciones analfticas se evidencia en las correspondencias
entre los nimeros y las funciones que se tratan al final del Capi.
tulo 11 - 10.

EJERCICIOS

Derivar la férmula de Taylor cuando a & 0.
Eseribir pfx) = 2 — 5x* }- 8x -~ 2 en la forma de g(x . 1}.
Escribir p(x} = x® o} Bx7 wm 6x° 4o 5x® o 3 en la forma de g¢x 4 1).
4, Repetir los Ejercicios 1, 2 y 8 del Cap. 1mt-8, aplicando la férmula de
Taylor,

sk e

5. Proponer una funcién uniforme de x que sea comtinua para todos los
valores de x pero que no tenga derivada en x = 0,

6. Demostrar que si f(x) es una funcién creciente y fix) existe en el intexvalo
a < x < b entonces f(x) = Oena < x < b.

7. Hacer ¢l grifico de unz funcitn creciente f(x) en el intervalo a < x < b,
en donde ffd) = 0 para algin x = d, en que a < d < b.

JII- 15* SERIE DE TAYILOR. Dadoun polinomio

P(x) de grade m, podemos suponer {Cap. 1n-8) que p(x) puede
expresarse en la forma
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Meserve / Conceptos fundamentales de dlgehra
P(x) = by + b{x — a) + ... + bau{x — a)™.

Podemos en seguida determinar los b por medio del valor de p(x)
y sus derivadas en x = a como en la férmula de Taylor (Cap.
11 - 14) . Se necesitan sélo (m -~ 1) términos, ya que p(x) tiene a lo
mis m derivadas diferentes de cero.

Dada cualquier funcién uniforme f(x), podemos intentar expre-
sarla en la forma

(111-4) f(%) = By = b5 =) F byfx — f + ...,

en donde existe un término asociado con todas las potencias ente-
ras, no negativas de (x¥ ~ @). Tal expresién se llama serie infiniia
y corresponde en cierto modo a un decimal infinito de nuestro
sistema de numeros. Si f(x) puede expresarse de la manera anterior,
los b pueden expresarse nuevamente por medio de los valores de
f(x) y sus derivadas en x = a. Por ejemplo, b, == f(a), b, = f(a),
b, = {”(a)j2, Por eso una funcidén debe tener derivadas de todos
los 6rdenes si se desarrolla como en (111 -4) . Cuando los & de (111 - 4)
se reemplazan por las expresiones correspondientes de f(x) y sus
derivadas en x == a, obtenemos la serie de Taylor:

f@x) = f(a) + f'(@)(z —a) + -

En general, dada cualquiera funcién uniforme f(x) definida en un
intervalo ¢ < x < d, en donde ¢ < a < d, podemos considerar,
respectivamente f(a), f(a), {(a), ..., [*(a), ... 8i f™(a) existe pa-
ra todos los valores enteros positivos de n, entonces f(x} tiene un
desarrollo en serie de Taylor en x = a, como se sefialé anterior-
mente.

Ahora podemos obtener la serie infinita que usamos en el Cap.
1-16. En todos los textos de cidlculo se demuestra que la derivada
de ¢° es 7, que la derivada de sen x es cos x y que la derivada de
cos x es —sen x. Utilizando f(x) = ¢*, f((x) = ¢°, y la serie de
Taylor en x == 0, tenemos f™(0) == 1 para todo entero positivo n vy

.+f“"(a}_€=v'-.&2:+....
7L

¢ 2
ealbetataito
Cuando f(x) = sen x, se tiene f/(x) = cos x, f’(x) = —sen x, f"(x)
= ~cos X, f¥(x) =sen x, ... Enx=0, f(x) = " (x) = f"™(x) =
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m - 16 Funciones analfticas
0y f(x) = 1, f"(x) == =1, f™¥(x) = (—1)* para cualquier entero
positivo k. En seguida, obtenemos el desarrollo de la serie de
Taylor:

L gy g
sen x*x—ﬁ+§'i—7—!+--‘

El desarrollo de la serie de Taylor para cos x puede obtenerse de
manera analoga, (Ejercicio 1).

Hemos indicade sistemdticamente cémo obtener un desarrollo
de la serie de Taylor en x == a para cualquier funcién que tenga
derivadas de todos los érdenes en x — a. Dejaremos 2 los texios de
andlists ¢l asunto de la convergencia de las series infinitas, es decir,
para qué valores de x la serie es significativa (ver Bibliografia
N 12; pags. 320-329, 865-424) . Las series para ¢* y sen x convergen
para todos los valores reales de x. Nuestro interéds en el desarrollo
sistemdtico se evidenciard cuando definamos una funcién analitica,

EJERCICIOS

I, Desarrollar una serie de Taylor para cos x con respecto a potencias de x.

2. Por medio de los desarrollos de cos x y sen x en serie de Taylor, encontrar
un desarrollo en serie de Taylor cos x 4 i sen x.

8. Desarrollar en serie <le Taylor ¢** y compararla con la encontrada en el
Ejercicio 2.

III- 16% FUNCIONES ANALITICAS. Comple-
taremos ahora nuestro estudio de las correspondencias entre los
nameros y las funciones que mencionamos en el Cap. - 10, En el
Cap. nr-1 definimos un polinomio y en las secciones 1 a 9 del
Cap. 11 hemos hecho notar las correspondencias entre polinomios
y enteros. En el Cap. nur-3 establecimos la correspondencia entre
nimeros racionales y funciones racionales. Ahora examinaremos
brevemente las correspondencias mencionadas en €l Cap. m que
ain no se han considerado.

~ Se dice que un numero es algebraico si satisface una ecuacién
polinomia con coeficientes enteros que no es idéntica a cero (Cap.
1-10}. Se dice que todos los demds numeros son trascendentes,
Anidlogamente, se dice que una funcién y = f(x) es una funcidn
algebraica de x si satisface una ecuacién polinomia con polinomios
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Meserve / Conceptos fundamentales de Algebra
en x como coeficientes y que no sea idéntica a cero e¢n y. Por ejem-
plo, y = ¥x satisface ¥ — x = 0, y por lo tanto es una funcién
algebraica. Todas las funciones que no son algebraicas se llaman
funciones trascendentales. Por ejemplo, sen x, log x, y &° son fun-
ciones trascendentes.

En el Cap. 1-10 obtuvimos los niimeros reales suponiendo que
todos los decimales son nuimeros. El conjunto de mimeros reales
también pudo haberse obtenido suponiendo que toda sucesién de
Cauchy de numeros racionales representa un numero real. Ahora
obtendremos funciones analiticas de una variable x suponiendo
que toda serie de Taylor en x representa una funcién. Muchos
textos definen una funcién analitice de una variable ¥ como una
funcién que tiene un desarrollo en serie de Taylor. Aqui, como
en la seccidn 15 de este Cap. mx, se presenta el problema de la
convergencia de la serie. En los enunciados anteriores se supone
que un desarrollo de la serie de Taylor existe si y s6lo si tiene un
significado en algtn segmento ¢ < x < b.

Ya hemos visto que los polinomios forman no séle un anillo
con propiedades muy andlogas a aquellas del anillo de los enteros,
sino también que el conjunto de polinomios puede ampliarse en
el conjunto de funciones analiticas de una manera muy andloga a
aquella usada cuando se ampliaron los enteros hacia el conjunto
de los nimeros reales. Consideraremos mds propiedades de los poli-
nomios en nuestro estudio de la teorfa de las ecuaciones polino-
mias en el Capitulo 1v,

EJERCIC108

1. Hacer una lista e diez funciones racionales de x y determinar los valores
de x para los cunles cada funcién estd definida (Cap, mt-3) .

2. Hacer una lista de diez funciones algebraicas y proponer ecuaciones poli-
nomias que satisfagan 2 cada una de ellas,

3, Hacer una lista de diez funciones trascendentes.
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CAPITULO 1V

Teoria de las ecuaciones

Hemos estudiado previamente las operaciones, los monomios y las
relaciones que se usan en la formacién de polinomios. En este
capitulo consideraremos ecuaciones f(x) = 0 que se obtienen al
igualar a cero un polinomio en una variable. Por ejemplo, la ecua-
cién polinomia x* — x - 6 = 0 se satisface cvando x =3, 6 x =
—2. Esta ecuacién establece una condicién para la variable y se
llama ecuacidn condicional. La ecuacién (x — 1) = x' — 2x 1
es una identidad (Cap. nr-4) y se satisface para todos los valores
numéricos de la variable x. Nos preocuparemos principalmente
de los métodos para determinar aquellos nimeros que, al sustituir
a x en la ecuacién p(x) = 0, satisfacen la igualdad. Tales ntiimeros
se llaman ceros del polinomio o raices de la ecuacién. También
suelen 1lamarse soluciones de la ecuacién. Los temas que se tratan
en este capitulo se han seleccionado con el objeto de preparar al
lector para:

(i) encontrar todas las soluciones enteras y racionales de cual-
quiera ecuacién polinomia dada, en una variable, con coeficientes
racionales;

(ii) encontrar todas las soluciones de cualquiera ecuacién po-
linomia dada con coeficientes complejos, siempre que sea posible,
empleando radicales y las cuatro operaciones racionales.

(iii) determinar en cualquier intervalo dado el numero exacto
de soluciones reales de cualquiera ecuacidén polinomia dada con
coeficientes reales, y
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(iv) aproximar tanto como se desee cualquiera solucion real
de una ecuacién polinomia dada con coeficientes reales.

v-1 CEROS DE UN POLINOMIO. Hemos
definido un ntmero & como un cero del polinomio p(x) si y solo
si p(b) = 0. Dado cualquier polinomio p{x) y un nimero b, busca-
remos las condiciones necesarias y suficientes para que p(b) = 0.
Por supuesto que una de estas condiciones se obtendria por susti-
tucién inmediata de b por x en el polinomio para obtener el nu-
mero P(b) y observar si este numero es o no cero. Sin embargo,
existe otra condiciéon necesaria y suficiente (Teorema 1v-1) que
suele ser mucho més ficil de aplicar (Cap. 1v-2) que la sustitu-
cidn directa,

Dado un polinomio p(x) y un niumero b, podemos cncontrar
por divisién un polinomio ¢(x) y una constante R tal que

(Iv-1) p(x) = (x — b) + gq(x) 4 R,

como lo determina el Algoritmo de la Divisién (Cap. nr-5) para
polinomios en una variable. La identidad (iv-1) da p(b) = R
para x = b. A veces, sc alude a esta relacién con el nombre de

TEOREMA DEL RESIDUO. S§i se divide p(x) por x — b, el residuo
es pib).

De la identidad (iv-1) podemos obtener tambic¢n ¢l teorema
siguiente;

TEOREMA 1v-1. TEOREMA DEL FAGTOR: un polinomio p(x) se
hace 0 para x = b si y sélo si es divisible por x — b.

En otras palabras, la ecuacién polinomia p(x) = 0 tiene una
rafz x = b si y sdlo si el polinomio p(x) tiene un divisor o factor
x — b, es decir, si y s6lo si R = 0 en la identidad (1v- 1), La tarea
de encontrar R y g(x) en (1v-1) suele efectuarse mds rdpida y
facilmente por medio de una divisién sintética.

EJERCICIOS

1. Proponer tres ejemplos del Teorema del Residuo en que fyx) tenga por
1o menos grado tres,
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v = 2 Divisi6n sintética
2, Repetir el Ejercicio } para el Teorema del Factor.
8. Proponer cuatro ecuaciones condicionales.
4. Propomner tres ecuaciones quc sean identidades.

v-2 DIVISION SINTETICA . La divisién
sintética, asi como el esquema usado para encontrar el miaxuino co-
mun divisor de dos enteros (Cap. 11 - 5), proporciona un método
elemental y conciso para dar a conocer los resultados de los calcu-
los algebraicos.

Supongamos que se nos da un nuimero b y un polinomio de
grado n > 0, por ejemplo,

(Iv-2) px) = bix" - bx™ of ... A ba

Entonces €l polinomio g(x) de (1v-1} debe tener grado n — 1y
por eso debe ser de la forma

q(x) — ngnuf + C_(x“-' + e + Cn-u

en donde hay que determinar los coeficientes ¢. La identidad
(tv-1) entonces toma la forma

(IV - 8) box™ 4 bux™ o .1 4= b == X" o (¢ — GO A L
+ (Cﬂ.z —_ C“_,b)x —|— R — C',...;b-

Six =0, (v-8) toma la forma b, = R — c...b. Si estos términos
constantes iguales se restan de ambos miembros de (v-3) y si se
divide por x ambos miembros de la ecuacidon que resulta, al hacer
nuevamente x = 0, encontramos que bn, = ¢y — Coal. En gene.
ral, los coeficientes de potencias iguales de x dcben ser iguales, y
entonces, se tiene

be = Oy

b: —_— O — Csb.-

by = ¢, — ab,
bn-: = Cjq —= Cm_lb

bn = R — Cn-qeb.
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Estas ecuaciones pueden resolverse con respecto a los ¢ de modo
que resulte

Lo = ba,
Cx — b; + Cub,
¢ == b, } ob,

Croa = Uucs -+ C.,.;b,
R = b, 4 s,

Y asi sucesivamente determinar los coeficientes de g(x) y R.
Las relaciones anteriores pueden expresarse muy concisamente
por medio del siguiente esquema, es decir, por divisidn sintéiica.
bo by by ... buy b | &
0 C‘qb C;b .. Cn-gb c"“lb

Co € €y «..

En este esquema la primera fila contiene los coeficientes de
p(x) (incluso todos los coeficientes cero) ; el primer elemento de la
segunda fila es cero y cada elemento siguiente es el producto del
numero b por el elemento de la tercera fila en la columna inme-
diatamente precedente; cada elemento de la tercera fila es la suma
de los elementos de la misma columna que estin encima de éL
Por ejemplo, si p(x) = x* — 3x* 4 7x — 10 y b = 4, el esquema
anterior serfa

1 —3 7 —10 |4
0 4 4 44 T
1 1 11 34

por lo tanto, g(x) = x* 4- x 4 11 y R = 34, es decir, x* — 8x* 4
7x — 10 = (x — 4) (x> 4 x + 11) -}- 34. Dado que el primer
elemento, cero, de la segunda fila es siempre el mismo, frecuente-
mente no se escribe.

El esquema anterior para la divisibn de un polinomio p(x)
por un polinomio primitivo lineal x — b puede modificarse para
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¢l caso de la divisién de p{x) por un polinomio de segundo grado
o de mayor grado en x. (Ver Bibliografia N¢ 47; pégs. 56-58) . En
general, la divisién sintética es muy util para comprobar que ()
= 0 en la forma sefialada anteriormente; para expresar p(x) en
la forma g(x — b), es decir, disminuyendo en b, los valores de los
ceros (Cap. m-8 y Cap. 1v-3); para resolver ecuaciones ciibicas
y cudrticas (Cap. 1v, Secciones 9 y 10) ; para calcular una tabla de
valores con el objeto de hacer el grifico de y = p{x); para deter-
minar una cota superior para los ceros de p(x) (Cap. wv-11); y
para resolver ecuaciones numéricas (Cap. 1v-13).

EJERCICIOS

1. 8in efectuar la divisién, encontrar €l resto si

a) se divide x* — 5x 4 6 por x — 4,

b) se divide x* — 8x? 4 6x — 5 por x — 3,

c) se divide x* — §x* — 2% — 4 por x <4- 3.

2. Sin efectuar Ia divisién, demostrar que

a} I8x" 4 14x* 4. 1 es divisible por x 4 1;

b) 2x* — x* — 6x* 4 4x — B es divisible por x — 2 y por x 4- 2;

€) v — 8 e 5 o B 4 2esdivisibleporv — 1l yporv — 2;

d) x® — 1 es divisible por x — 1.

3. Por medio de Ia divisién sintética, encontrar el cuociente y el resto:

a) dividiendo 2x* 4 42 — %7 — 16x = 12 por x 4 4

b} dividiendo 35 — 27x! 4 14x 4 120 por x — 6

t) dividiendo x* — 4%’ — 8x 4. 82 por x — 4.

4. Dado ¢l polinomio pf{x} = x* — x' — 4x — 6 que tiene un cero para
%¥ = 3, encontrar un poliromio cuadrdtico que tenga como ceros los otros dos
ceros de fx).

5. Por medio de Ja divisidn sintética escribir cada uno de los siguientes poli-
nomio en la forma (rv-1}:

a) px} = x* — 8x* - 2% - 1, b= L
b) pix) = x* — x* 4 2% — 77, b = ~1;
¢} P(x) = %' — Tx! 4 Bxf _ Bxt 4 6, b= 5
H )=y +H +2 b= =3;
e) By} =9+ 1, b= 2

v-3 CAMBIO DE VARIABLE. EnelCap.
-8 demostramos que cualquier polinomio p(x) puede expresarse
en la forma g(x — b). En esta seccién veremos c6mo se puede utili-
zar la divisién sintética para encontrar e! polinomio g(x — b)
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cuando se han dado el polinomio p(x) y un nimero &. En €l Cap.
111-14, ya se ha tratado un método, mediante la f6rmula de Taylor.
Dado un polinomio p(x) de grado m y un nimero b, podemos
expresar p(x) en la forma (Teorema ir-4):

(v-4) pix) = a, + afx — b} 4 afx — bf 4+ ... F aufx — )%,

en donde hay que determinar los . Entonces

px) = (x — b)ar + afx — b) 4 o + an(x — b)" "] + @
= (% o~ &) - g%}~ aa

como en (1v-1). De este modo a, = p(b) puede calcularse por di-
visién sintética como en el Cap. 1v-2, En segunida escribimos

G4%) = (x — b) [ + afx — b) + o + aufx — b)* 7] + @
= (x — b) - q{x) + @

de donde a, = q{b). Este procedimiento puede continuarse hasta
que resulte @, = §{b) ,.., @m = Gu(b) y de esta manera determinar
completamente los coeficientes a en (1v-4), es decir, determinar
completamente g{x — b) = p(x).

Supongamos que p(x) == x* — x*' — 4x° 4 3x — 1 y que b =
2. Podemos usar las primeras tres hileras del siguiente esquema
para encontrar

qi(x) = x8 4 x2 — 2% — 1
y a, = —3. Luego podemos continuar con el mismo esquema por
dos hileras mas para encontrar gx) — %* 4 3x 4+ 4y o =T
Andlogamente, gy(X)=x + 5,y ag=14; g4(x) =1y ag=7; ay=1.

1 -1 —4 8 —1 |2
0 2 2 —4 —2
I 1 w2 —1 -8

o 2 6 8

1 3 4 7

0 2 10

1 5 14

0 2

|

— D
=1
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En general, podemos escribir cualquier polinomio p(x) de gra-
do m como g(x — b) y emplear la divisién sintética (m 4 1) ve-
ces para encontrar los coeficientes del nuevo polinomio g(x —
b). Es asi como la teorfa del Cap. mi-8 puede ahora verificarse pa-
ra cualquier polinomio dado p(x) y para cualquier niimero dado
b. Nétese que esta reduccién de los ceros o cambio de variable se
lleva a cabo sin hacer ninguna referencia a los valores de los ceros
del polinomio.

EJERCIC1OS

1. Hacer el Ejercicio 1 del Cap. m-8, empleando el método anterior. Com-
parar este método con el que se utilizé en las Secciones 8 y 14 del Cap. 11

2. Hacer los Ejercicios & y 3 del Cap. u1-8, empleando el método ya citado.
Escribir x® — 7x% |- x* — 3x% } 11 en la forma g{x ~ 2).
Escribir 7 — I en la forma q(x — 1).
Escribir ¥ — 1 en la forma g{x - 1}.

ERA

Encontrar las ecuaciones cuyas rafces son
a) dos menos que las de ¥° — 7x% 4 2% 4+ 1 =
b) una mis que las de x* 4. 3x® — Bx¥ 4. x o 7 =0.

V-4 NUMERO DE RAICES. Elaspecto mis
prictico de este capitulo es el que se refiere a cémo encontrar una
o mas raices de una ecuacién polinomia. En general, decimos que
una ecuacién polinomia estd resuelta cuando se han determinado
todas sus raices. Por eso antes de resolver una ecuacidon polinomia
es conveniente conocer el nimero total de rafces que se necesitan.
Este nimero puede establecerse de antemano para cualquier poli-
nomio dado con coeficientes complejos. Si el polinomio es una
constante b, la ecuacién no tiene raices si b =£ 0, y uene como
rafces a todos los niimeros complejos, si b == 0. Si el polinomio no
es una constante, definiremos ¢l grado de la ecuacién polinomia
#(x) = 0 como el mismo grado de p(x) y obtendremos ¢l

TEOREMA IV -2 Toda ecuacion polinomia de grado m > 0
con coeficientes complejos tiene precisamente m raices comple-
jas (no necesariamente distintas).

En la teoria de funciones de una variable compleja se demues-
tra ficilmente este teorema. No intentaremos dar aqui una de-
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mostracién completa, ya que ello implica, hasta cierto punto, de-
mostraciones algebraicas. En cambio, daremos por aceptado el si-
guiente teorema y lo utilizaremos para demostrar €l Teorema 1v - 2.

TFOREMA 1v-3, TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA. Todo po-
linomio p(x) de grado positivo con coeficientes complejos tiene
por lo menos un cero complejo.

Los teoremas 1v-2 y 1v- 8 estdn estrechamente relacionados con
el hecho de que el conjunto de los ndmeros complejos es cerrado
algebraicamente, como se scitalé en la seccién optativa N 18 del
Capitulo 1 y que figura también como Ejercicio 6 en esa misma
seccién. Para el caso presente cualquier lector que omitié aquel
ejercicio deberia consultar otro texto o aceptar et Teorema 1v-3
sin una demostracién rigurosa.

Ahora utilizaremos el Teorema 1v-3 y demostraremos el Teo-
rema 1v - 2. Dado cualquier polinomio p{x} de grado m, podemos,
segiin el Teorema 1v- 3, designar uno de sus ceros por el numero
complejo r, y de acuerdo con el Teorema 1v-1, escribir p(x) =
(x — r)p(x), en donde py{x) es un polinomio de grado m — 1. Los
coeficientes de p{x) pueden encontrarse por division sintética y ex-
presarse por medio del cero r, de los coeficientes de p(x) y de las
tres operaciones del anillo (Cap. 1v-2). Por lo tanto, los coeficien-
tes de p{x) son numeros complejos, y el procedimiento anteriol
puede repetirse para p(x)si m — 1 > 0. Dado que el grado m de
f(x) es finito, este procedimiento puede repetirse s6lo un numero
finito de veces, de donde resulta

B(x) = (x — rpdx),
Px) = (x — 1)pu(x),
Pi(x) = (% — r)pdx),

pﬁ-’(") = (" = r,,.)a,,
¥
(1v~5) P(x) == @y (X wme 1) (X — Vo) (X —05) ... (X == Tm),

en donde a, es el coeficiente inicial de pyx).
El Teorema de Factorizacién Unica establece (Ejercicio 9, Cap.
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m1-6) que todo factor de fx'x) de la forma x — b estd contenido en
(tv-5) . Luego, el Teorema 1v-1 establece que los ceros de p(x) son
precisamente 1y, T, ) ... t.. Esto completa la demostracién del
Teorema 1v-2 mediante el Teorema 1v-3. En lo que queda de este
capitulo nos dedicaremos principalmente a la determinacién de
las raices de ecuaciones polinomias.

EJERCICIOS

Demostrar los siguientes enunciados:

1. Cualquiera ecuacién polinomia de la forma d x™ 4 dx™ 4 ... 4 d_ =0
que tiene mds de m ralces distintas es idénticamente nulz, es decir, d, = 0 para
U i N " SRS |

2. Si dos polinomios P(x} y gfx) de grado m son iguales para mils que m
valores distinios de x, los polinomios son idénticos,

8. 8i dos ecuaciones polinomias de grado m tienen precisamente las mismas
rafces, los polinomios son asociados (Cap. wr-4). [Indicacién: Considérese
fix) 4 kg(x), en que % se elige de tal modo que los términos de grado m des-
aparezcan].

V-5 DETERMINACION DE LAS RAI-
C E S . Hemos visto que toda ecuacién polinomia de grado m
con coeficientes complejos tiene exactamente m rafces complejas
(no necesariamente distintas). Queda atin el problema prictico
de encontrar las raices de una ecuacién polinomia dada $(x) = 0.

La ecuacidn general lineal es de la forma ax + & = 0, en don-
de a 3% 0. Tiene una rafz tinica x = —b/a. Toda ecuacién lineal
con coeficientes racionales tiene una raiz racional; toda ecuacién
lineal con coeficientes complejos (reales o imaginarios) tiene una
rafz compleja.

La ecuacién general cuadritica es de la forma ax' 4+ bx + ¢ =
0, en donde a s« 0. Sus dos rafces pueden encontrarse completando
el cuadrado del miembro de la izquierda, de la manera siguiente:

32'*'&2:‘:‘— =y
b b bt c
2 ok T L o
et T
b b — 4ac
27+§"— 2& H
—b & Vb — dac
x= .
2a
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Las dos rafces de ax’ 4+ bx + ¢ = 0, en donde a £ 0, entonces son

(—b + /b ——dac) j2a ¥y (—b — ~\/D¥ — 4ac))2a.

El nimero b - 4ac se denomina el discriminante de la ecuacion
cuadrdtica. Si se designa respectivamente las dos raices por r, y 7,
se puede verificar ficilmente que ellas satisfacen las relaciones ele-
mentales de simetria de los polinomios (Gap. wv-7) 1, <4 72 =
=bla; ryry = ¢fa. Si los coeficientes son nimeros reales, tenemos

TEOREMA 1v-4, Una ecuacion cuadrdiica con coeficientes reales
tiene dos raices que son reales y desiguales, reales e iguales, o
conjugadas imaginarias segun que el discriminante sea positivo,
cere o negativo.

Las rafces de las ecuaciones cubica general (Cap. 1v-9) y de
cuarto grade (Cap. 1v-10) pueden expresarse por medic de los co-
eficientes, empleando las cuatro operacienes fundamentales y ra-
dicales. La ecuacion general de grado m, m > 4, no puede re-
solverse por medio de los coeficientes, utilizando las cuatro opera-
ciones fundamentales y los radicales. Este resultado negativo pue-
de probarse gracias a la obra de Evariste Galois en la teoria de los
grupos. Lillitan Lieber ha escrito un folleto muy interesante y ame-
no (Bibliografia N¢ 82) donde seifiala este resultado y otras apli-
caciones de las teorias de Galois.

El valor aproximado o la posicién grifica de los ceros reales de
un polinomio p(x) suele determinarse gracias a la continuidad de
f(x). Segin el Ejercicio 4, Cap. nr-13, todo polinomio en la varia-
ble real continua x es continuo para todes los valores finitos
de x. Por eso (Ejercicio 5, Cap. m-13), si existen nimeros reales
ayb,a < b, tales que pa) - p(b}) < 0, existe un nuimero real c,
a < ¢ < b, tal que p(c) = 0. Ademds, puesto que p(x) tiene €l sig-
no de su coeficiente inicial (Cap. n-1) para valores positivos de x
suficientemente grandes, toda ecuacidn polinomia real de grado
impar y coeficiente inicial positivo tiene, per lo menos, una raiz
real de signo opuesto a su ttltimo término; toda ecuacién polinomia
real de grado par cuyo coeficiente inicial y término constante ten-
gan signos opuestos, tiene, por lo menos, una rafz positiva y, por
lo menos, una raiz negativa,
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Consideraremos otros métodos en la Seccion 14 de este Cap. 1v,

pero examinaremos primero, algo mds, algunas de las relaciones
entre los coeficientes y las raices.

EJERGICIOS

Describir las rafces de las ecuaciones de los Ejercicios 1 a 7:

1. bx—17 = 0. B, xfumBxt 3 =1 =%« 1%
2, ix LTG5 =0 6, 5x? o 3% — 2 =0

3, ¥ —3x 4 7=0 o % 4 28 4 7 = xx 4 2).

4, 2% — 7x 4 35 =0

8. Formar una ecuacién cuadritica con rafces cuya suma es 8 y cuyo producto
es 5. ¢Hay una respuesta unica?

0. Encontrar la suma y €l producto de las rafces de cada una de las siguientes
ccuaciones:

a) ¥ —~5x+4+6=0

b) 2% — 3x 45 =0

€ 3 L dx =T =0

10. Describir (sin calcularlas) las rafces de las ecuaciones del Ejercicio 9,

V-6 RAICES IMAGINARIAS CON]JU.
GADAS. Demostraremos cl siguiente teorema:

TEOREMA 1v-b. Las raices imaginarias de una ecuacién polino-
mia con coeficientes reales se presentan en pares.

Sea p(z) un polinomio con coeficientes reales y supongamos que
Pw)= 0, en que w = a -} bi; a, b sean reales; b £ 0. Demostra-
remos que p(w) = 0 en donde w = a — bi. El polinomio cuadré-
tico

(z—w(z—w)=2 — 26z 4 a4 b

puede usarse con p(z) en el Algoritmo de la Division (Cap. 11-5)
para obtener:

P(z) = [@ — 20z 4 a' 4 b"] - g(z) 4 sz 4 ¢
en donde g(z) es un polinomio. En z = w tenemos p(w) = 0 = 0
<4 sw -} t 0, por medio de w — a 4 bi, 0 = sa 4+ sbi 4 & Igua-
Y1874 .
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lando las partes real ¢ imaginaria de esta ecuacién resulta sa - ¢
= 0ysb =0, dedonde s = 0yt =0 dado que b 3% 0. Luego
Pz) = (z — w) (2 — w) - gz); p(w) = 0, y queda demostrado com-
pletamente el Teorema 1v-5.

En el Cap. 1v-4 vimos que todo polinomio p(x) de grado m con
coeficientes complejos tiene m raices complejas. Esto implica que
P(x) podrfa escribirse como un producto de m factores lineales
con cocficientes complejos (1v-3) . En otras palabras, todo polino-
mio irreducible cuyos factores puedan tener coeficientes comple-
jos arbitrarios, es lineal. EI Teorema 1v-3 y el hecho de que (z—w)
(z — _rﬁ_'} sea un polinomio cuadritico con coeficientes reales im-
plica ahora que todo polinomio irreductible cuyos factores puedan
tener coeficientes reales arbitrarios es cuadratico o lineal. Un poli-
nomio de cualquier grado m puede ser irreductible cuando los fac-
tores tienen coeficientes enteros o racionales, Por ejemplo, x® — 2
para cualquier entero positivo m no tiene factores de grado menor
que m con coeficientes racionales.

La solucién de una ecuacién polinomia y la factorizacién del
polinomio en factores irreducibles son, por lo tanto, equivalentes,
en el sentido del Teorema 1v-1, sélo cuando los coeficientes de los
factores pueden ser numeros complejos arbitrarios. En realidad,
el conjunto de niimeros complejos algebraicos es suficiente, como
se sefialé en el Cap. 1-18.

EJERCICIOS

1. Demostrar que las rafces cuadréticas irracionales a 4 +/b de una ecuacién
polinomin con cocficientes racionales se presentan en pares conjugados.

2. Formar unia ecuacibn racional cibica, dadas dos de sus rafces: 1 y 3
Y P

3. Formar una ecuacidén real de cuarto grado dadas dos de sus rafces:
| 3 B/=1 35—y 1.

4. Dada la raiz x = v/2 de x* — 3x* — 2% - 6 = 0, encontrar las otras dos
rafces. ;

5. Dada la rafz i/+/2 de 22 — 122* 4. 192" — 6z 4 ¢ = 0, encontrar las ofras
tres rafces.

v.7 POLINOMIOS ELEMENTALES
SIMETRICOS. Hemos visto que cualquiera ecuacién
cuadritica ax’ < bx 4 ¢ = 0 tiene dos raices r, s que satisfacen
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las relaciones r 4 s = —b/a; rs = ¢/a (Cap. 1v-5). En general, si
p(x) es un polinomio de grado m con coeficientes complejos: los
polinomios en los ceros de p(x) que resultan de sumar todos los ceros
de p(x); la suma de todos los productos de pares de ceros de (x)y
la suma de todos los productos de triples de ceros de p(x); . . .; el
producto de todos los ceros de p(x), pueden expresarse racionalmen-
te por medio de los coeficientes de p(x). Estos polinomios en los
ceros de un polinomio p(x) se denominan polinomios elementales
simélricos.

Dado que pueden considerarse como ceros de un polinomio
de grado m, a m numeros cualesquiera, podemos examinar los
polinomios simétricos elementales de m ntimeros dados cuales-
quiera. Por ejemplo, los nimeros 1, 2, 8 son ceros del polinomio
p(x) = (x — 1) (x ~ 2) (x — 8) = &' — 6x* 4- 11x — 6. Los poli-
nomios elementales simétricos de estos nimeros o de los ceros de
#(x) pueden expresarse por medio de los cocficientes de p(x) como
sigue: 1 + 2 4~ 3 = 6, el coeficiente de x* con el signo contrario;
1+241-84 23 =11I, o sea, el coeficiente de x; y 1 - 2
- 3 = 6, o sea, el término constante de p(x) con el signo contrario.
En general, cuando el conjunto de coeficientes posibles forma un
campo, podemos dividir cualquier polinomio pfx} de grado m por
su coeficiente inicial para obtener un polinomio primitivo que
tiene los mismos ceros que p(x). En el polinomio primitivo la suma
de los m teros es igual al coeficiente de x™ con el signo contrario;
la suma de los productos de los ceros en pares es igual al coeficiente
de x™%; ...; el producto de los ceros es igual al i4rmino constante
multiplicado por (— 1)™.

Estos resultados generales pueden obtenerse por medio del desa-
rrollo (1v-b) de p(x):

p(2) = oz — r)(z - rolz — rs) coo (B =)
Luego:
p(x) = aﬂ[ s (?’1 + ¥z + . + rm)xm—l
+ (?‘1?‘2 + gt rorat o0 4 '-"m—l?m)x’""* P

+ (=1)"ryr ... T'm)
= an[xm A Slxm-—l + Saxm—s i Ss$m~—3 ._l... 25 by + (._ 1) mSm],

en donde S, es el polinomio elemental simétrico de grado j, es decir,
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S‘.I =T1+1"2+ ...+fu=2fu
S:a = 17> + T1¥3 + Talg + 174 + “es + Tmailm = Er(r,f:

Sj — ET“_fqg e T

S.n = 1¥¥3 -« Tm:

Dado un polinomio cualquiera de grado m, podemos obtener un
polinomio primitivo correspondiente en el que la suma de los ceros
es igual al coeficiente de x™* con el signo contrario; el producto
de los ceros es (— 1) ™ veces el término constante; y, en general, 8,
es (—1)* veces el coeficiente de x™* Por ejemplo, si p(x) =(x - 1)
x —1) (x4 2) (x—2) con raices —1, 1, —2, 2, entonces p(x)
= x4 — 5x* 4 4, en donde el coeficiente principal es la unidad, el
coeficiente de x% es 0 = —[(=1) -} 1 4 (—2) - 2], el coeficiente
de x? es:

5= (=)L (=) (D (=D 2 L (=) 12
(—2) « 2; el coeficiente de x es:

0= —[(—1) " 1+ (=2 4 (=1) 1 24+ (=) (~2) 2+ 1 (-2
- 2] y el término constante es 4 = (—1) * 1 - (—2) * 2.

Los polinomios elementales simétricos S, pueden utilizarse para
resolver ecuaciones polinomias cuando se conoce alguna relacion
adicional entre las rafces. Por ejemplo, si se conoce que dos de
las raices de la ecuacidn x* — 4x" 4- 5x — 2 = 0 son iguales, en-
tonces las tres raices pueden representarse por 7, 7, y s. Los polino-
mios elementales simétricos se aprovechan, en seguida, para com-
pletar la solucién de la ecuacién. Utilizando S, y S, tenemos 2r -
s =4y 2rs 4+ 7 = 5. Estas dos ecuaciones pueden resolverse si-
multineamente sustituyendo en la cuadritica, un valor de la li-
neal y resulta 27(4 — 27) 4 " = 5; 3 — 8r 4+ 5 = 0, de dondc
r=1ys=2"0obienr= —g- V.5 = g— El segundo par de valores
no proporciona el valor correcto para §, ya que debemos obtener
s = 2, y por eso la ecuacién dada tiene las rafces 1, 2, y 2.

Cuando no se sabe nada sobre las rafces de una ecuacién poli-
nomia, excepto que son raices de p(x) = 0, el empleo de polino
mios elementales simétricos conduce meramente a otra ecuacién
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que es esencialmente equivalente a p(x) = 0. Por ejemplo, supon-
gamos que x*' 4 bx 4+ ¢ = 0 tiene raices 7 y 5. Entonces 7 4 5 =
~b; ts == ¢, y, por sustitucién, r(-b—r) = ¢, o bien 1* 4- br 4- ¢ = 0.

Los siguientes ejercicios comprenden varias aplicaciones de los
resultados anteriores. En la seccién siguiente de este capitulo, con-
sideraremos otras aplicaciones importantes de los polinomios ele-
mentales simétricos.

EJERCICIOS

J. Sin valerse de factores lineales, encontrar:
4) una ecuacion cibica que tenga las raices 1, 2, 3
b) una ecuacién cibica que tenga las rafces 0, -2, 2; .
<) una ecuacidn de cuarto grado que tenga las raices 2, 2, <2, -2,
2. Dado x* 4 l4x* 4 78x' o 168x 4 144 = 0, que tiene dos rafces dobles,
encontrar las raices.
8. Dado x* — 27x* 4 242x — 720 = 0, que tiene una rafz igual a la mitad
de 1a suma de las otras dos, encontryar Ias rafces,
4. Dado »* 4 7x' — Gx — 72 = 0, que tiene dos taices en 1a razén de 3 es a
2, encontrar las tres rafces,
5. Si una de las rafces de las ecuaciones signientes es la negativa de la otra,
resolver:
a) 4x? — 12x% — 26x 4 75 = 0;
b) 4x' — 16x* — Ox 4 36 = 0.
6. ¢Qué reluciones deben existir entre los coeficientes de una ecuacién gene-
ral de segundo grado si una raiz es ¢l doble de la otra?

-

7. Resolver x* 4 7x* — 21x — 27 — 0, si sc sabe que sus rafees estdn en pro-
gresion geométrica,

8. Resolver x* — 3x° w. 18x o I5 = 0, si se sabe que sus raices estin en pro-
gresién aritmética.

V-8 TRANSFORMACIONES DE RAI-
C E § . Esta seccidn es, principalmente, una ampliaciéon de las
secciones Cap. mt - 8 y Cap, v - 8, En Cap. 1t - 8 encontramos
que cualquier polinomio p(x) podia expresarse teéricamente en ia
forma g(ax <4~ b), en donde a 54 0. En el Cap. 1v-3 empleamos Ia
divisién sintética para obtener €l nuevo polinomio en el caso es-
pecial de que @ == 1. En esta parte del Cap. 1v nos valdremos de
los polinomios elementales simétricos para obtener el nuevo poli-
nomio g{ax - &) para cualquier a £ 0, es decir, dado un polino-
mio p(x) con ceros 1y (j = 1, 2, ..., m) encontraremos un polino-
mio g(y) con ceros ary <~ b para nimeros cualesquicra a % 0 y b.
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Cualquier polinomio con coeficientes pertenecientes a un cam-
PO V CCYDS Ty, Ty - . . ., Ty tiene un polinomio asociado de la forma
px) = x" — Sx™ 1 = §ox™ B ofe L o (=15 o 4 (+=1)"Sw,
en que los §; son los polinomios elementales simétricos de grado §
(Cap. 1v-7). Si multiplicamos cada r, por un nimero X, entonces

kritkret. -+ hra=kintrt- --+r.) =k,
(1) (kre) ++ (Rr)(krs) 4= (kra}(krs) + - - - 4 (krmes) (krm) = k%S,

) (ko) (o) - . (Brm) = K™

Es asi como la multiplicacién de los ceros de p{x) por & da como
resultado la multiplicacidén del polinomio elemental simétrico §;
por &'. A la inversa, si multiplicamos §, por &’ obtenemos un nuevo
polinomio que tiene exactamente tantos ceros como sean k veces
los ceros de p(x). Por ejemplo, ¥* -~ 4x -~ § tiene los ceros 1y 3,
en que §, = 4y 5, = 3. 8i formamos un nuevo polinomio, valién-
donos de 28, = 8 y 2§, = 12 como los nuevos polinomios simétri-
cos elementales, obtenemos g(y) = y* — 8y 4 12 con ceros 2 y 6,
En general, tenemos,

TEOREMA 1v-6. Dado un polinomio p(x) == a,x™ + a,x™* 4 ...
- a. y un numero k, podemos inmediatamente escribir un po-
linomio gfy) = a.y™ - a:ky™” + ak'y™* 4~ ... -+ a.k™ con tan-
fos ceros como sea el producto de k por los ceros de p(x).

En el Teorema siguiente, 1v-7, discutiremos un procedimiento
para obtener un polinomio con ceros que sean los reciprocos de
los ceros de un polinomio dado. Por ejemplo, dado el polinomio
x? —x —0 con ceros 3 y ~2, podemos, segtin €l Teorema 1v-7, obtener
1 — x — 6x" con ceros 3 y — 1. En relacién con este teorema es
necesario tener e€n cuenta que un polinomio adquiere una rafz in-
finita (que se designa por ¢/0 en donde ¢ 5= 0) cada vez que su
coeficiente principal se hace cero, Esta convencién es consistente
con el resultado obtenido por medio de los limites (Cap. 1r-11),
dado que, por lo menos, un cero de f(x) crece indefinidamente a
medida que el coeficiente principal de p(x) tiende a cero. Segin
la convencién anterior para las raices infinitas, resulta:
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1y « 8 Transformaciones de raices
TEOREMA Iv-7. Dado un polinomio p(x) = 6,x™ + G,x™* 4. .. 4=
aw, podemos inmediatamente escribir un polinomio h{u) = aq
+ a4 au’ 4 ... 4 a.u™ cuyos ceros son los reciprocos de
los ceros de p(x).

El asunto de las raices infinitas del que hemos hablado ante-
riormente surge, por ejemplo, cuando hacemos p(x) = x* — x con
rafces 1 y 0 aplicamos el teorema anterior para obtener h(u) =

0 - u* — u - 1 cuyos ceros son 1 y——. La demostracién del Teo-

rema 1v-7, la dejaremos como ejercicio (Ejercicio 6).

Después de esto, podemos efectuar tres transformaciones en los
ceros de cualquier polinomio dado p(x) con ceros 7, 1y, ..., Tm. PO-
demos encontrar f(v) con ceros r, — b (Cap. 1v-3) ; g{y} con ceros
ar, (@ 5= 0) (Teorema 1v-6); y k(u) con ceros 1/r, (Tecorema 1v-7).
Estas tres transformaciones son suficientes para dembostrar el si-
guiente teorema:

TEOREMaA V-8, Dade un polinomio p(x) con coeficientes com-
plejos y cevos v, (j = 1, 2, ..., m), podemos obtener un polino-
mio g(y) con cevos 8 = (ary + b)l{cry 4 dj (1 =1, 2, ..., m)
en que a, b, ¢, d sean nimeros complejos cualesquicra tales que
ad — be £ 0, por medio de unicamente los cocficientes de p(x)
y las cuatro operaciones fundamentales.

La condicién ad — be == 0, hace posible expresar r, (Ejercicio
7, Gap. 11-10) racionalmente en funcién de s;, 7, == (&'s; = b')[(¢’s,
+ &), es decir efectuar cualquiera transformacién lineal biracio-
nal en los ceros de un polinomio dado p(x).

Dividiremos la demosiracién del Teorema 1v-8 en dos casos. St
¢ — 0, utilizareros las dos transformaciones sucesivas {, — ax/d;
y = t; = b/d. Si ¢ = 0, usaremos las cinco transformaciones ¢,
=

b=t Jd=cx 4 d; L= 1/t, = 1[(cx 4 d};
t, = (b — adfo)ty = (bc — ad)[{c(cx 4 d)];

Y = 1, - afc = (ax 4 b)/(cx + d}. Dado que cada una de estas
transformaciones es alguna de las tres formas que podemos efectuar,
queda, pues, demostrado completamente el Teorema 1v- 8.

Una de las aplicaciones mi4s ttiles de los polinomios elemen-
tales simétricos se expresa en ¢l siguiente teorema, que demostra-
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Meserve / Conceptos fundamentales de flgebra
remos por medio de transformaciones de las raices, de una ecua-
cién polinomia.
TEOREMA 1v-9. Toda raiz racional de una ecuacidn polinomia
Ax™ 4 ax™ - ax™® ... 4+ an = 0 con coeficientes enteros,
puede expresarse en la forma b, by, en que (b, b)) = 1, b, es
divisor de a. y b, es divisor de a,.

Este teorema se presta para encontrar todas las raices racionales
de cualquiera ecuacién polinomia dada con coeficientes enteros en
un namero finito de etapas. Nos permite emplear cuando mis
la férmula cuadritica para resolver completamente cualquiera
ecuacién polinomia con coeficientes enteros y que tengan a lo sumo
dos rafces no racionales. Por ejemplo, [as tfinicas rafces racionales
posibles de x9 — x¥ 4~ x — 1 = 0 son 1 y -1, Estas pueden com-
probarse por sustitucién o por divisidn sintética. En seguida, la
ecuacion polinomia dada puede expresarse como (x — 1) (x* + 1)
= 0, de donde sus raices son 1, i, —i.

Tal como se seitalé anteriormente, el Teorema 1v-9, puede
demostrarse por medio de transformaciones de raices. Supongamos
que p(x) = 0 tenga una rafz racional b../b,. Podemos suponer que
(6w, b)) = 1. Si aplicamos el Teorema 1v-6 y multiplicamos las
rafces de p(x} = 0 por b,, entonces S., y b,"a../a, tienen el mismo
valor numérico, la rafz b, debe ser divisor de S, y por lo tanto b,
debe ser divisor de b,"am. Puesto que (bm, b)) = 1, bn es divisor
de a, segun el Teorema -9, Anilogamente, b, es divisor de a,
segun el Teorema 1v-7 (Ejercicio 10). Dado que cualquier poli-
nomio con coeficientes racionales tiene un polinomio asociado con
coeficientes enteros, el Teorema 1v-9 puede también utilizarse
para encontrar todas las rafces racionales de cualquiera ecuacién
polinomia con coelicientes racionales.

Los polinomios elementales simétricos tienen una considerable
importancia tedrica, aparte de las aplicaciones citadas en las trans-
formaciones de los ceros de los polinomios y en la solucién de
ecuaciones polinomias con coeficientes racionales. Los polinomios
elementales simétricos en las raices de una ecuacidn polinomia
pueden siempre expresarse racionalmente por medio de los coefi-
cientes del polinomio original.

Se dice que un polinomio p(*s, i, ..., ¥w} €5 simétrico si per-
manece invariable al efectuar todos los cambios posible de 7, y 7.
Por cjemplo, x - y; xp; &' <f- ¥y xy — x — ¥, ¥y & — xy 4y — 2
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iv+8 Transformaciones de rafces

son polinomios simétricos en x e y. Se puede probar (ver Biblio-
gratia N9 49; pag. 264) que todo polinomio simétrico en los ceros
de un polinomio p{x) es un polinomio en los polinomios elemen-
tales simétricos y por lo tanto puede expresarse racionalmente por
medio de los coeficientes de p(x). Ejemplos de esta propiedad son
los Ejercicios 14 y 15.

El tema de los polinomios simétricos o funciones simétricas se
encuentra tratado extensamente en muchos textos sobre teorfa de
las ecuaciones. Concluiremos nuestra breve discusién de esta mate-
ria con los ejercicios que siguen. En las dos secciones siguientes,
que son optativas, volveremos al problema de resolver ecuaciones
y en particular a la resolucién de ecuaciones cubicas y de cuarto
grado. Después de eso examinaremos métodos para determinar el
nimero de raices reales de una ecuacién polinomia.

EJERCIC1OS

1. Dado % = 2%" — bx 4 6 = 0 con rafces 1, —2, 3, encontrar una ecuacién
pelinomia con rafces —1, 2, —3.

2. Generalizar €l método empleado en el Ejercicio 1 y proponer un procedi-
miento para encontrar una ecuacién polinomia g(y) = 0 con raices — r, corres-
pondientes a cualquier f(x) == 0 dado con raices 7,.

3. Dado un polinomio p(x), demostrar el Teorema 1v-6, resolviendo la rela-
cién y = kx para x y sustituyendo este valor en p(x}.

4. Encontrar un polinomio ¢{y), cuyos ceros sean iguales a tres veces los
ceros de .

Plx) = &% wm Bx? £ 2% — 1.

Fscribase primero la respuesta de acuerdo con el Teorema 1v-6 y en seguida
compruébese esta respucsta por el método dado en el Ejercicio 3.
5. Encontrar un polinomio g(y), cuyes ceros sean —2 veces log cerog de
Pl = x¥ 4 2x° —x* L x 4 1.
Emplear el mismo procedimiento que e¢n el Ejercicio 4.
6. Demostrar el Teorema 1v-7, por medio de polinomios simétricos.
7. Formular de nuevo y transformar el Ejercicio 3, segiin el Teorema 1v-7.
8. Escribir un polinomio con ceros que sean los reciprocos de los ceros del
polinomio p(x) dado en el Ejercicio 5. Comprobar esta respuesta por el método
dade en el Ejercicio 7.
9. Formular de nueve y transformar el Ejercicio 3, segin el Teorema 1v-8
10. Demostrar que b, es divisor de ¢, en el Teorema &v-9,
11. Encontrar las raices racionales, y luego resolver completamente:
a) 20—y —4H 4 2=0;
b) 2x4 == 12x* 4 19x! — 6x 4+ 9 = 0.
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12. Encontrar todas las rafces racionales de:

a} 3yt —d0y* 4. 180yt — 120y 427 = O;
by 8y° — 2y 4 Gy — 6 = 0;
) 108y —270y*— 42y 4 1 = O;
dy 24 — 2" — Sy 4+ 1 =10,
13. Encontrar las raices enteras de las ecuaciones;
(a) &' 4 6% - X' — 24x — 20 = O;
(by x* 4 Hx* 4 41x* 4 61x + 30 = Q.

14. Dada una ecuacién ciibica x' 4 ax* 4~ by 4 ¢ = 0, con raices, r, s, ¢,
encontrar una férmula para la funcién simétrica #* .- s* 4 1* por medio de los
cocficientes de la ecuacidnt dada. Escribir nuevamente esta férmula valiéndose
de los polinomios elementales simétricos S, Sy, ¥ S

15. Dada una ecuacién cnadratica x* 4 $x - g = 0 con rafces » y 5, expresar
los polinomies simétricos siguientes como polinomios en los polinomios elemen-
tales simétricos:

2y 4ty € rP—rs 45— 2;
B reregs @ r(*H5r) oA T =),

‘IV.-9 ECUACIONES CUBICAS. EnelCap.
w-5 dejamos establecido que las ecuaciones gencrales polinomias
de grado 1, 2, 3 y 4 podian resolverse por medio de las cuatro ope-
raciones fundamentales (adicién, sustraccién, multiplicacién y di-
visién) y de los radicales. En el Cap. 1v+5 se trataron las ecuaciongs
lineales y cuadrdticas; las ecuaciones ciibicas se tratardn en esta
seccién; y las ecuaciones de cuarto grado en la seccién siguiente.
Como se hacia notar en ¢l Cap. v+ 5§, no existe ningtin método ani-
logo para resolver ecuaciones generales de grado mayor que cuatro.
Podemos resolver cualquier ecuacién polinomia dada con coefi-
cientes enteros que tenga a lo sumo cuatro raices no racionales,
cualquiera que sea cl grado de la ecuacién (Cap. 1v-8). También
podemos resolver ciertas ecuaciones de grado mayor que cuatro
(Cap. 1v-13). Sin embargo, ain no podemos resolver por medio
de un niimero finito de operaciones racionales y de radicales una
ecuacién general 2™ -~ 4™ 4 ... - a, = 0 en que m sea
TNayor que cuatro.

Basaremos nuestro método de resolver ecuaciones cdbicas y de
cuarto grado sobre las transformaciones de las raices (Cap. 1v-8).
Ensayemos primeramente este método en la ecuacidén cuadrdtica
general. La ecuacion cuadrética general ax’ - bx 4 ¢ = 0, a & 0
con rafces 1, 7, pudo haberse resuelto haciendo dos transforma.
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ciones en las rafces r, 7, La ecuacién g(y) = y* 4 2by 4 4ac = 0
tiene raices 2ar,, segun el Teorema 1v- 6. Esto es andlogo a la deri-
vacién previa de Ias raices, pues el coeficiente inicial es ahora 1, y
nos disponemos en seguida a dividir el coeficiente del término
lineal por 2. Dado que la suma de las raices de g(y) es —2b, dismi-
nuimos las rafces en —b para obtener una nueva ecuacién sin
término lineal, que por este motivo pueda resolverse factorizindose
como la diferencia de dos cuadrados. La nueva ecuacién puede
determinarse por divistén sintética (Cap. 1v-3).

2b 4ac¢ =b

-
b 4gc - b?

-b

0

RO O =]

y resulta 2* -} (4ac — b*} = 0 con raices s,, 5, en que 5, = 2ar, 4+ &.
Luego s; = = /b’ — 4ac y la relacién 7, = (s, - b)/2a proporcio-
na las rafces 7, en la forma acostumbrada. 8¢ puede utilizar un
procedimiento andlogo para facilitar la resolucién de ecuaciones
cubicas y de cuarto grado.

Sea la ecuacidn general cibica

p(x) —ax' < bx" 4 cx 4+ d=0, a5£0
y sean 1y, 7, 1, sus raices. Para obtener el coeficiente inicial 1 y para
que la suma de las raices sea fAcilmente divisible por 3, aplicamos
el Teorema 1v-6 para obtener, después de dividir por a,
gy} =y + 3by' + 9acy + 27a’d = 0

con raices 3ar,. Como anieriormente, disminuimos las raices en —b,
por medio de la divisién sintética,

1 3 %ac 27ad [=b
0 -b —2b? 2b® — 9abe

1 26 9Qac — 2b%  20° — Oabe + 27a’d
0 -b - Bt

1 b Qac — 3b2

0 -b

i 0

0

1
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para obtener
h(z) = 2 4 (9ac — 8b’)z -} (2b' — 9abc - 27a'd) = 0.

Esta ecuacién se llama ciibica reducida. La escribiremos nuevamente
en la forma

2t pztq9=0

en donde p == 9ac — 80’y g = 2Zb* — Yabc 4 27a'd.

Hay dos procedimientos muy conocidos para continuar con la
resolucién de la ecuacién cibica. Podemos reducir el problema a
una forma mds sencilla mediante una nueva transformacién z = ¢
— p/3t (Bibliografia N° 47; pig. 105); o bien podemos simplifi-
carla de otra manera por medio de la sustitucién z = u - v (Bi-
bliografia N? 49; pég. 85). Consideremos el segundo método. Re-
emplazamos la vinica variable z por dos variables u, v. Puede ser
necesario que estas dos variables satisfagan otra condicién que ele-
giremos dentro de poco. Por medio de la sustitucién, la ecuacién
cibica reducida, tiene la forma

W4 ¢ A (Buv 4 p)u + B) + g = 0.
Elegiremos ahora 3uv - p == 0 como la nueva condicién para las

nuevas variables %, v, de modo que la ecuacidn anterior tenga la
forma ;

Wt g=0
Luego la resolucién de la ecuacidn cubica reducida es equivalente
a la resolucién simultinea de u? 4 v == —q y uv == —p/3. El cubo
de la ultima ecuacién es usv?® = —p*/27. De este modo u? y v* son
dos variables cuya suma es —g y cuyo producto es —p*/27, es decir,
son las dos raices de

(1v - 6) L gt — 327 = 0.

Por lo tanto, podemos elegir

N ¢ 2
w==stVity=4
] 3

Los valores posibles de u son W4, o /4, o*¥4, y los valores
de v son ¥B, 0 ¥/B, ©*VB, , en que @ es una rafz cibica primi-
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tiva de la unidad (Cap. 1-17). Ya que por hipétesis uv = —p/3,
estos valores deben asociarse en pares como sigue:

‘!h:‘\a/z, ﬂ;=‘\’/§,

wV4, g = VB,
Uy = VA, vs = wVB.

£
|-
I

Luego, volviendo atrds, vemos que las raices 7, de la ecuacién ori-
ginal deben estar dadas por 7, = (4, + v; — b){3a (j = 1, 2, 3).
Estas férmulas para las rafces de una ecuacién ciibica se conocen
como las férmulas de Carddn.

Es asi como hemos empleado ntmeros complejos y radicales
para expresar las raices de una ecuacién cibica general por medio
de sus coeficientes. La ecuacién ctbica tiene una rafz real y dos
conjugadas imaginarias, si (1v-6) tiene raices reales distintas; tiene
tres raices reales de las cuales por Io menos dos son iguales si (xv - 6)
tiene raices iguales; tiene tres rafces reales distintas si (v -6) tiene
rafces imaginarias. En la mayorfa de los textos sobre teoria de las
ecuaciones se estudian estos casos y los métodos especiales para pro-
ceder en los diversos tipos de ecuaciones ctbicas, En particular,
cuando la ecuacién cubica tiene coeficientes reales y tres raices rea-
les distintas, suele ser conveniente expresar las raices como funcio-
nes reales de los coeficientes por medio de funciones trigonométri-
cas. Este método es especialmente Wil si la ecuacién cibica tiene
coeficientes racionales y tres rafces irracionales, ya que en este caso
(Bibliograffa N? 49; pdgs. 91-92) no es posible expresar ninguna
raiz por medio de radicales reales y no es posible obtener las raices
por medio de las férmulas de Cardédn empleando operaciones ra-
cionales.

Apliquemos la teoria citada a una ecuacién ciibica, por ejemplo,
x' — x% o x — 1 == 0, que podamos también resolver por los mé-
todos del Cap. 1v-8. Esta ecuacién tiene las raices I, i, —i. Pot
eso, el uso de las férmulas de Cardén aquf se convierte simplemente
en una ilustracién del método para esta ecuacién citbica particular.
Primero multiplicamos las rafces por 32 = 3 y obtenemos g(y) =
¥ — 3y* 4 9y — 27 = 0. En seguida disminuimos las raices en
—b = 1, por medio de la divisién sintética, y obtenemos h(z) = 2’
-6z — 20. Hacemos, en seguida, z = u - v, en que uv =— .—6-

3
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= — 2. Entonces, v’ = —8 y, por sustitucién, en h(z), w' 4+ v =
20. Estos polinomios elementales simétricos en ' y v* pueden usarse
para formar una ecuacién cuadratica t* — 20¢ — 8 — 0 que tiene
como raices ¥' y ', Dado que las rafces son 10 = 6v/3, podemos
elegir u' = 10 + 6\/3 y v' = 10 — 6+/3. Gracias 2 este método
sabemos ahora que la ecuacién dada tiene una raiz real y dos raices
imaginarias conjugadas. Luego, por medio © = (—1 + i/3)/2,
se obtiene

= V10 + 6+/3, n="V10-6V3,

= [(—14+iVIV10+6V3]/2, v =[(-1—iv3)V10—6V31/2,
w=[(~L—iV3VI0+6v3Y/2, 8= [(=1+iv3) V10— 6+v3}/2.

Finalmente, por medio de 7; = (u, -+ v, + 1)/8 y muchas simplifi-
caciones aritméticas, se obtiene r, == 1, r, = i, r, = —i. La ecuacién
cubica en referencia, puede también resolverse tomando en cuenta
raices racionales. Las férmulas de Cardén proporcionan el mismo
resultado que los otros métodos, pero exigen mds trabajo. Recurri-
remos a las formulas tinicamente cuando los otros métodos no sir-
van. Su importancia reside en que proporcionan un método seguro,
aunque tedioso, para expresar las raices de cualquiera ecuacién
cubica con coeficientes complejos por medio de radicales,

EJTERCICIOS

Resolver las siguientes ecuaciones:
Lox e T 4 155 . 9= O 8, ¥ =3 2x L 5=0
2. x4+ 2x 4200 4 24y — 29 By L=

*IV-10 ECUACIONES DE CUARTO GRA.-
D O . Ahora consideraremos la resolucién de ecuaciones polino-
mias de cuarto grado. Como en el caso de las ecuaciones ctibicas,
nuestro método se basard sobre transformaciones de Ias raices. Tam-
bién como en el caso de las ecuaciones ctbicas, emplearemos este
método sélo cuando no sea posible aplicar otros métodos, tales como
encontrar las rafces racionales (Cap. 1v-8) y encontrar las raices
miiltiples (Cap. 1v-13).
Sea la ecuacién general de cuarto grado

fix)=ax' 4 bx* 4 ex' 4+ dx 4 e =0, as£0
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v - 10 Ecuaciones de cuarto grade

y sean sus rafces 7, (j = 1, 2, 8, 4) . El primer método para resolver
las ecuaciones de cuarto grado fue descubierto por Ferrari, un
alumno de Cardin, Uspensky (Bibliograffa N© 49; pigs. 94-87)
presenta una discusion amena y completa del método de TFerrari
Nosotros usaremos el método de Descartes (Bibliogratia N¢ 47;
pags. 114-117) . Se multiplican primero las raices por 4a y se divide
Ia nueva ecuacidén por & para cbtener

a(y) =y' 4 4by* 4 l6acy* 4 64a’dy 4 256a2'c = 0.

Luego se disminuyen las raices en —b y se obtiene una ecuacién de
la forma

av-7 4 pr 4+ gz 4+1r=0
en donde p, g, 7, son polinomios en los coeficientes de f(x).

Dado que en el conjunto de polinomios con coeficientes reales
todo polinomio irreducible es lineal o cuadritico (Cap. 1v-6), la
ecuacién (1v-7) puede expresarse como el producto de dos polino-
mios cuadrdticos. Si (1v-7) tiene coeficientes reales, los nuevos
polinomios tendrdn coeficientes reales. Ademds, ya que la suma de
las raices de (wv-7) es cero, la suma de las cuatro raices de los
factores cuadrdticos debe ser cero y Ia suma cde los factores cua-
dréticos separadamente debe ser la misma, excepto en el signo. Por
consiguiente la ecuacion (1v-7) puede expresarse en la forma

IV -8) (2w hz 4= 02" 4Rz + m) =0

Dado que los miembros de la izquierda de (1v-7) y de (1iv-8) son
idénticamente iguales, se tienen 4+ m — k' = p; kin — m} = q;y
nm=—mr.

A continuacién se elimina n y m de estas ecuaciones. Se obtiene:

Kn + mp = KO + ),
Mn — m) = q'

y por sustraccién se obtiene 4k’nm — k(&' 4 2k'p - p') — q', 0
K 2k 4 (P — Ak — ¢ =0,

o sea, la resolvente cibica en k'. La resolvente cibica puede resol-

verse y sus raices designarse por los mimeros complejos 44%, 4B,

4C’. Entonces el producto de las raices es ¢* = 64 A*B'C*, y podemos
elegir 4, B, C, tales que g = -—84BC. Andlogamente, la suma de
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ias raices «2p = 4(4* 4 B' -~ C'). Si alguna raiz de la resolvente
cubica es diferente de cero, supongamos 24 £ 0; en todo caso ele-
gimos & == 24. Luego, de n 4 m — k% = 0, p = —2(4% 4+ B* +
C2), y k* == 44¢%, se obtiene

n-fm==k4p=—2x4 — B — ")

Anidlogamente, de k = 24; ¢ = — 84BC, y k(n — m) = g, se
obtiene
n —m = — 4BC.

De estas dos relaciones en n y en m, resulta

noe= (A B3 €A — B =0);
e (ol o B s Gt =iiB o €

En vista de que las sumas de los factores de » y m son, respec-
tivamente, k y —£k, estos cuatro factores son las raices de (1iv-8)y
por lo tanto de (1v-7). Las raices de la ecuacién de cuarto grado
dada se obtienen de las de (1v-7) sumando -~b y dividiendo por
4a, En consecuencia, las ralces de una ecuacién de cuarto grado
general pueden expresarse por medio de los coeficientes empleando
radicales. Como se sefialé en el Cap. 1v-5, este procedimiento no
puede continuar mas alld, puesto que una ecuacidn general de grado
mayor que cuatro no puede resolverse por medio de las cuatro
operaciones fundamentales y de los radicales,

EJERCICIOS

Resolver las siguientes ecuaciones:
Loxt 29 3" L 4x L 420 3. xf —x! p10x —4 =0
2. I3 .8 4+ 5 =0 4, X! e OX o BX = F =0

IvV-11 LA REGLA DE DESCARTES PA-
RA LOS SIGNOS. Volvemos ahora a la tarea de deter-
minar diversos tipos de rafces de ecuaciones polinomias. Cualquier
polinomio de grado m con coeficientes complejos tiene m raices
complejas (Cap. 1v-4). Las raices racionales de cualquier ecuacién
pelinomia con coeficientes enteros (o racionales) pueden encon-
trarse después de un numero finito de etapas (Cap. 1v-8). En esta
seccién consideraremos un método para calcular el nimero de rai-
ces reales de cualquiera ecuacién polinomia dada con coeficientes
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tv -1l La regia de Descartes para los signos

reales. Para ser exactos, estimaremos el niimero de raices positivas,
determinaremos ef numero de raices cero y estimaremos el nimero
de raices negativas. En la parte siguiente de este Capfitulo, estudia-
remos un método para determinar exactamente el mimero de raices
reales de una ecuacién polinomia con coeficientes reales en cual-
quier intervalo (Cap. mr - 10) de la forma a < ¥ = b. La impor-
tancia del método que presentamos en esta seccion, reside en su
sencillez.

Cuando todas las raices de una ecuacién polinomia f(x) = 0
son reales y positivas, todos los polinomios elementales simétricos
son positivos y los coeficientes de f(x) tienen signos alternados,
puesto que

f(x) = ax" 4 ax"" 4 X" - aX" b 4 8a
= g [x" — Sx™ 4+ Sex™ — Sa™ 4+ . 4 (— 1)"S).

Por otra parte, todos los coeficientes de f(x) tienen el mismo signo
cuando todas las raices son negativas. Buscaremos ahora relaciones
mds exactas entre los coeficientes de la ecuacién f(x) = 0 y la ubi-
cacion de sus raices.

Dos términos consecutivos de un polinomio real en el cual se
han suprimido los términos con coeficientes cero se dice que pre-
sentan una variacién o una permanencia de signo segiin que sus
coeficientes tengan signos desiguales o iguales. Por ejemplo, x* — 1
tiene una variacién y x¥* 4- 1 tiene una permanencia.

Consideremos un polinomio f(x) y supongamos, por €jemplo,
que no tiene coeficientes cero y que los signos de sus coeficientes
estdn dados como en el cuadro (iv-9) mis adelante. En seguida
calculamos los signos de g(x) = (¥ —7)f(%), en que 7 es cualquier
nimero positivo, e indicamos los signos de los coeficientes de g(x)
por == todas las veces que los signos dependan de los valores de 7
y de los coeficientes de f(x).

W-9  fxk A+ + = = =+~ =+ +
(x—7) + —

Rl o el b

— — 4+ 4+ + =+ + - =+

gx) A £ - k4 - F 4 - L

La sucesion de los coeficientes del polinomio f(x) que se muestra
mas arriba tiene cinco variaciones de signo: la sucesion de los de
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g(x) tiene por lo menos seis variaciones y podria tener ocho, pero
nunca siete.

En general, para cualquier polinomio f(x) dado con coeficientes
reales y cualquier ntmero r positivo dado, puede probarse (Ver
Bibliografia N 19; pdgs. 446-447) que la sucesidn de coeficientes
del polinomio g(x) — (¥ — r}f(x) tiene por lo menos una variacion
mds de signo que la sucesién correspondiente a f(x). Esta proposi-
cién puede probarse por medio de las relaciones ¢, == b, y ¢, = b,
-+ ¢, en que los ¢, son los coeficientes de f(x}y los b, son los co-
eficientes de g(x) (Cap. 1v - 2). Por ejemplo, si la sucesidn by, by,. ..,
b., no contiene ninguna variacion, entonces la sucesidn ca, €y -« s
¢,, no contiene ninguna variacién. 8i, ademds, la sucesidén b, ..,
b,.. contiene una variacidon, entonces la sucesidn ¢,, ..., Cpa CON-
tiene a lo sumo una variacién. Aun mds, si b,, b, es la j-ésima va-
riacién de la sucesién de coeficientes de g{x} y ¢, ¢ es la j-ésima
variacién de la sucesion de coeficientes de f(x), entonces w = u
(Ejercicio 6) .Es asi como la sucesién de b,, tiene por lo menos tan-
tas variaciones como la sucesidn de ¢,. Finalmente, dado que b, =
o ¥ 8(0Y = — 7f(0), la sucesién de b, [los coeficientes de g(x)j tiene
més variaciones que la sucesion de ¢, [los cocficientes de f(x)].

St f(x) = 0 tiene raices positivas 7, 7y, ..., 7, €ntonces

f(x) = (% = 7)) (X — 7)) oo (X = 13)Q(x)

Por aplicaciones reiteradas del enunciado a que hemos hecho
referencia, la sucesién de coeficientes de f(x) tiene por lo menos &
variaciones mds que las de Q(x), es decir, el namero de variaciones
de signo de f(x) es = k. De este modo una ecuacién polinomia
real con ¥ variaciones en los signos de los coeficientes tiene, cuan-
do mds, V rafces positivas.

Ahora, si escribimos f(x} en la forma

f@) = az* + g™t - - + a3,

en donde 0 = s == n, podemos suponer que a.a, = 0. Luego,

flz) = z*{aext + gt + - - @) = zvg(z),

y las raices positivas de g(x) = 0 son precisamente aquellas de
f(x) = 0. Ya que g(x) es continuo para todo x, la ecuacidn g(x) =
0 tiene un niimero par o impar, N, de rafces positivas (no nece-
sariamente distintas) segin que 0 < a2, 0 que a4, < 0 (Cap.
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tv =11 La regla de Descartes para los signos
m - 13, Ejercicio 5), También ¥ es par si 0 < a.a,, ¢ impar si g4,
< 0. Por consiguiente N y ¥ son ambos pares o ambos impares,
es decir,

TEOREMA 1v-10. REGLA DE DESCARTES PARA LOS §SIGNos. Un poli-
nomio real con V wvariaciones en los signos de sus coeficientes,
tiene V. — 2k raices positivas (reales), siendo k un entero no
negativo.

Dado que las raices negativas de f{x} — 0 son iguales a las raices
positivas de f{—x) = 0, excepto por el signo (Cap. 1v-8), tam-
bién se tiene: un polinomio real f(x) tiene W — 2k raices negativas,
siendo k un entero no negativo y W el numero de variaciones de
los signos de los coeficientes de f(—x).

Consideremos unos cuantos ejemplos de estos dos aspectos de la
Regla de los Signos de Descartes. La ecuacién polinomia x' — x'
+4~ 1 == 0 tiene o bien dos raices positivas y una negativa o no
positiva; o una raiz negativa y dos complejas. La ccuacién polino-
mia x¥ — x% 4 x — | = 0 tiene o bien tres raices positivas, o una
positiva y dos complejas. Las raices de la ecuacidn polinomia
x5 4 X Tx8 - 5x? — x\/2 4- 11 = O caen dentro de uno de
los tres casos siguientes: cuatro raices positivas, una negativa, y
ninguna compleja; dos raices positivas, una negativa y dos comple-
jas; minguna rafz positiva, una negativa y cuatro complejas, En el
caso del polinomio x* — x® - x «— | = (x — 1) (x* 4 1), podemos
encontrar los ceros 1, i, —i, y de este modo determinar cudl de los
casos sefialados se verifica. Para cualquiera ecuacién pelinomia
con coeficientes reales, puede hacerse una determinacién exacta
del caso adecuado por medio del Teorema de Sturm (Cap. 1v - 12)
sin necesidad de encontrar las raices.

También puede utilizarse la Regla de los Signos de Descartes
con el objeto de establecer limites para las raices reales de cual-
quiera ecuacién polinomia con coeficientes reales, es decir, de
cualquiera ecuacidn polinomia real. Supongamos f(x) = (x — p)
Q(x) -} R, 0 < $ v que Q(x) no tenga variaciones en los signos de
sus coeficientes. Entonces, 1a ecuacién Q(x) — 0 no tiene rafces
positivas. Si también R tiene el mismo signo que los coeficientes

de @, entonces para x = p, f(x) = R, y para x > p, Q(x) vy f(x)

tienen el mismo signo que R, es decir, f(x) no tiene ceros positivos
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mayores que p. La prueba para un limite superior p se aplica mds
facilmente por medio de la divisién sintética, donde los coeficien-
tes de Q(x) y R constituyen la tercera hilera. Entonces, la prueba
es la siguiente: si p es un numero positivo tal que en la division
sintética de f(x) por x — p todos los nimeros de la tercera hilera
tengan el mismo signo, o sean iguales a cero, entonces p es un li-
mite superior para los ceros reales de f(x). Se puede determinar
anilogamente un limite inferior —gq para los ceros reales en don-
de g es un limite superior para los ceros de f(—x).
Por ejemplo, si f(x) = 2x% — 3x% — x* — 25x 4- 30y p =4,
tenemos
2 -3 -1 =25 30 |4
0 & 20 76 204
2 5 19 51 234
de donde f(x) no tiene ceros positivos mayores que 4. Andloga-
mente, f(x) no tiene ceros negativos menores que —I1, ya que
f(—x) = 2x* + 3x' — x* 4- 25x + 30 no tiene ceros positivos ma-
yores que 1, de acuerdo con el cuadro siguiente:

2 3 -1 25 30 |1
02 5 4 29
2 3 4 20 59
Hay todavia otros dos métodos conocidos (Bibliograffa N° 1;
pégs. 162-166) para determinar los Hmites superiores de las raices
reales de una ecuacién polinomia real

ple) =g + a4+ +a. =0, a > 0.

Siay=0(G=12,...,k1),a: <0,y todos los coeficientes negati-
vos son menotres que o iguales a 4 en valor absoluto, luego 1
4~/ 4]a,, es un limite superior de las rafces reales de p(x). Si el
valor absoluto de cada a, negativa se divide por la suma de todos
los a, positivos (i < j) y B es el mayor cuociente obtenido de este
modo, entonces 1 -~ B es un limite superior de los ceros reales
de p(x).

Informuciones generales mas exactas sobre la ubicacién de los
ceros de cualquier polinomio real pueden hallarse en el Teorema
de Sturm (Cap. v - 12), que proporciona el mimero exacto de
raices distintas en cualquier intervalo ¢ < x = b.
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EJERCICIOQSZ

1. Discutir la naturaleza de las rafces de las ecuaciones siguientes:
a) X4 3xt 42 L8y 6= O
b) xt — 15x* L Tx — 11 = §;
¢) x» — I = 0 cuando n es impar, cuando » es par.
d) x» 4- 1 == 0 cuando n ¢s impar, cuando n ¢s par;

2. Determinar los lfmites superiox e inferior de las raices reales de las ecua-
ciones siguientes:
a) o 4+ 2% 4 20 = G
b " —3x* —2x 4 5 = 0;
€) 3%t m Bx? 4 Bx — 3 =0
3. ¢Son los limites dcterminades en la respucsta al Ejercicio 2, los limites
reales mejores posibles, los iimites enteros mejores posibles?

4. Demostrar que el niimero de raices negativas de f{x) = 0 es de la forma
P — 2k, donde P es el ndmero de permanencias de signo de fyx}, & es un entevo no
negativo, ¥ f{x) ne tiene coeficientes cero.

5. Demostrar que si en la divisidn sintética de f(x) por x — b, b < 0, los sig-
nos dec los términes de la tercera hilera, asociando el signo adecuado a
términos cualesquicra que sean jguales a cero, pueden hacerse alternando me-
diante una cleccién adecunda de b, y si f(x) es de grado par, enlonces la ccuacidn
f{x} = 0, no tiene raices negativas menores que b.

6. Hacer por escrito una demostracion completa del Teorema 1v-10

Iv-12 TEOREMA DE STUR M. Considerare-
mos un método para determinar exactamente ¢l numero de ceros
reales distintos de cualquier polinomio dado real en cualquier in-
tervalo @ < ¥ = b. En la seccién siguiente este método se amplia-
r4 con el objeto de determinar el numero de ceros de cualquiera
multiplicidad dada k. Entonces, podremos determinar el nimero
exacto (incluso multiplicidades) de raices reales de cualquiera
ecuacion polinomia real dada p(x) = 0.

Dado cualquier polinomio real f(x), podemos hacer f, = f(x)
y f: = ¢f(x), donde f(x} es la derivada de f(x) (Cap. m1- 14} y c es
cualquiera constante positiva, frecuentemente el reciproco del mi-
ximo comtn divisor de los coeficientes de f(x). En seguida, apli-
camos el Algoritmo de Euclides (Cap. m-7) a f, ¥ f. con la modi-
ficacién de que el signo de cada resto se cambie, es decir, hacemos
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fo= qufr — eaf,
J1= @fs — Gfy,

Jiaz = Qrarfies — Cefi,
Sim1 = Gifr.

Dado que los signos de las funciones tienen un significado, s6lo
pueden insertarse o eliminarse arbitrariamente los factores posi-
tivos. El esquema del Cap. 11-7 puede modificarse para que resulte.

g1 [e] s eor Gk
fo fi Je s wo i O
o gzf2 @sfs gfs ...
—cfs —cfs —eafi —esfs

donde los ¢ son constantes positivas arbitrarias. Luego fx es el maxi-
mo comun divisor de f, y f; y un divisor comun de f, (0 = j
= k). El polinomio f, no es necesariamente el maximo comun di-
visor dado que es posible que su coeficiente inicial no sea 4 1.

Sif, — x* - 24x" 4+ 16x -}- 12, podemos hacer f, = x* — 12x
G4, fi=x" —x —1,f=2x — 1, fy = 1. En este caso, los poli-
nomios f, y f son primos entre si. Si f, = x* — 3% == 2, podemos
hacer f, == x* — x, y fy = x' 4+ 1. En este caso, f, es idénticamente
nulo y f, es el mdximo comin divisor de f, y f. En general, la su-
cesion

for o5 fr <25 fus _
donde f. no es idénticamente nulo, se denomina la sucesion cuo-
ciente de f, v f.. Formaremos también una sucesién de polinomios
gy, haciendo g, = f, si fu es constante; y g,fs = f, si fx es de grado
positivo. La sucesién
8os Bis Bes - 8
se llama la sucesidn de Sturm de f.. Los g se denominan funciones
de Sturm o polinomios de Sturm en fo. Por ejemplo, la sucesion de
Sturm del polinomio anterior fo == x* — 24x2 4 16x - 12 puede
formarse como sigue:
go = a* — 242 + 162 + 12,
g =2 — 1221 4,
Ge = P2 —x—- 1,
Js = 2r — l,
ge=1
}208(



v« 12 Teorema de Storm

La sucecién de Sturm del polinomio f, = x* — 3x" — 2 citado
anteriormente puede hacerse como sigue:

go=za*—2"—2
g ==,
o = 1.

La sucesién de Sturm de cualquier polinomio f,(x) con coefi-
cientes reales tiene las signientes propiedades:

(i) Si fo(x;) = 0, entonces g,g; < 0 cuando x = x,; ¥ gg&: > 0
cuando x == x*;, donde x7, y x', indican, respectivamente, un valor
de x ligeramente menor que x, y un valor apenas mayor que X
Es ticil imaginarse esta propiedad por medio del grifico de y =
f*;- Guando f, es lineal, la ecuacidén y = f?, tiene una sola raiz doble
en x = x,, ¢l grifico es una pardbola, y (d/dx){*=2¢cf*: - gog; €s ne-
gativa en x7, y positiva en x7;, donde ¢ ¢s una constante positiva y fa
es un polinomio real. En general, todo cero de f2, tiene multiplici-
dad par (Cap. v-18) y (d/dx)f?, tiene las mismas propiedades que
las que hemos considerado anteriormente en el caso especial.

(iiy 8i algtin g,(x,) = 0 donde § > 0, entonces gy gy < 0 en x =
x,. Esta desigualdad puede obtenerse de la identidad f,, =
q:fs — ¢fs.q, dado que todos los ceros comunes de f,. ¥ f o de f,
y de f,,. deben ser ceros de fy. Esta identidad tiene la forma g, =
Q84 «— CZu, donde (g, g¢) = 1 =~ (g,, gi.) cuando se expresa en
funcién de los g, en que f, = fig,. Por consiguiente, g,.,g,.. < 0 to-
das las veces que g, = 0.

(iii) El polinomio g, es diferente de cero para todos los valores
reales de x. Esta propiedad es una consecuencia inmediata de la
definicién de g» = 1 cwando f; no es constante y es igual 2 fi
cuando f, es constante.

Si expresamos la primera propiedad de las citadas anteriormen-
te por medio de la sucesiéon de signos de las funciones de Sturm,
resulta que los primeros dos signos de la sucesidn son — - en x7;
Yy 4 4 en x%; o son - — en x7; y — — en x* donde x; es
cuaiquier cero de f,. La demostracién hecha de la segunda pro-
piedad sefiala que todas las veces que algtn g, (7 > 0) se anula,
los polinomios g,: ¥ gs. tienen signos opuestos, es decir, tenemos,
— 0 +4; o bien -~ 0. La tercera propiedad indica que g, no
cambia nunca de signo. Intuitivamente, podemos imaginar las va-
riaciones de los signos de la sucesiéon de Sturm de f.(x} que se des-
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P

liza hacia la izquierda a medida que la variable real x crece. Por,
ejemplo, consideremos los signos de la sucesién de Sturm citada
anteriormente para f, — x' — 24x* 4+ 16x 4 12 para los valores
indicados de x como se muestra en €l cuadro siguiente:

z go 4] ge gs G
-6 + ek + a -+
—4 - Tl + = 4=
—1 = -+ e — F

0 + = Ze = +
1 + = = -+ +
2 — - + e +
4 - + = rr e
) + + ] -+ +

En realidad, la sucesién de Sturm de f.(x) serd una sucesion de
constantes para cualquier valor real de x, por ejemplo x == a. Usa-
remos el simbolo §, para indicar el nimero de variaciones de la
sucesiéon cuando x = 4. De acuerdo con las propiedades (ii) y
(iii) S. no puede cambiar a medida que x pasa por cualquier cero
de g, (f > 0) que no es un cero de g.. De acuerdo con (i) si fux,)
= 0, entonces {Cap. 1v-18) g.(x;) = 0, y la sucesién tiene una varia-
cién de signo en sus primeros dos términos en x = X7, pero nin-
guna variacién en x = x*,. De este modo, §, cambia solamente en
los ceros de f.(x} y decrece en 1 todas las veces que x crece debido
a los ceros de fu(x). Asi, tenemos:

TEOREMA 1v-11. TEOREMA DE sTURM., Un polinomic real f(x) tiene
exactamente 8. — S, ceros reales y distintos en el intervalo a <
x=b

Anteriormente, hemos dado la sucesién de Sturm del polinomio
x' — 24x* + 16x <+ 12. Para valores negativos muy grandes de x,
basta considerar los términos principales (Cap. 1v-5) y las funcio-
nes de Sturm tienen los signos 4+ — 4 — -~ con cuatro variacio-
nes. Para valores positivos grandes de x, tenemos 4+ 4 -+ 4 -
sin ninguna variacién, Por consiguiente, el polinomio x* — 24x'
< 16x - 12 tiene cuatro ceros reales distintos.

La sucesién de Sturm g, g, g de fo = »* — 3x* — 2 se obtuvo
anteriormente dividiendo los polinomios f,, f,, fi por fi, ya que f,
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no es una constante. Para valores negativos grandes de x sus signos
son 4~ ~ < con dos variaciones. Para valores positivos grandes
de x sus signos son 4+ -~ 4 sin ninguna variacién. En consecuen-
cia, el polinomio x' — 8x* ~ 2 tiene dos ceros reales y distintos.
El Teorema de Sturm también se puede emplear para determi-
nar limites para las raices de las ecuaciones polinomias y, por cier-
to, sirve también para aislar las raices en pequeiios intervalos
arbitrarios. Por ejemplo, x* — 8x* — 2 = 0 tiene dos raices reales
distintas, segun se determind anteriormente, En x = 2 los signos
de las funciones de Sturm correspondientes, son + ~- -}, lo mis-
mo que para valores positivos grandes de x. Por consiguiente, se-
gun el Teorema 1v-11, la ecuacién x* — 3x* — 2 = 0 no tiene raices
reales mayores que 2. Andlogamente, en x = —2 los signos son -+
~— +, los mismos que para valores negativos muy grandes de x,
y no hay raices reales menores que —2. En x = 1, 0, y -1 los signos
de las funciones de Sturm que son diferentes de cero, es decir,
los signos de las funciones de Sturm que tienen signos, son — -
con una variacién. Por consiguiente, Sy = 2; $, = 1; 5§, = 1; §;
= 1,y §; == 0, de donde resulta un raiz real que satisface -2 < x
< =1 y una rafz real que satisface 1 < x < 2, Los intervalos —2
< x = -1y1 <« x = 2 se reemplazaron por -2 < & < =1y 1

< % < 2,yaquex = —1yx = 2 no son raices. El procedimiento
de encontrar intervalos que contengan las raices podria continuar,
por medio de S, $i, ... En general, diremos que las raices reales

de una ecuacién se han aislado cuando se ha encontrade un inter-
valo @ < x < b para cada raiz real tal que b —a = 1 y cuando el
intervalo contiene sélo una de las raices distintas.

Ahora podemos determinar exactamente el mimero de rafces
reales distintas de cualquiera ecuacién polinomia real, es decir,
de cualquiera ecuacién polinomia p(x) = 0 con coeficientes reales.
También podemos aislar cada raiz en un intervalo tan pequefio
como se desee. En la seccién siguiente definiremos la multiplicidad
de una rafz y determinaremos el namero total de raices reales en
cualquier intervalo, por medio de su multiplicidad,

EJERCICIOS

1. Encontrar las rafces yeales de:
) xb — 6% 4 Txt o 62 — 2 =0 (Ver Ejercicio 4, Cap. m-7);
by ¢ — 2t 4 12x —B = Oy
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€) X — I8x* o dx -2 = 0;
dy xf — ¥ 4+ 10x -4 =0.
2. Aislar, por medio del Teorcma de Sturm, todas las raices reales:
a) ¥t b 2% 4 20 == O; '
b) x* — 3x* — 2x 4 5 = 0;
€ Jxt . 6x® 4 8x — 3 = 0.

1V-18 RAICES MULTIPLES. Hemos defi
nido (Cap. 1v-1) un ndmero & como un cero de un polinomio
P(x) st y sélo si p(b) = 0. En consecuencia, 2 es un cero de x — 2,
de x® —4x 4 4, de x* —8x - 2,y de x¥ — 2x% |- 4x 8, Esta defi-
nicién junto con el Teorema 1v-1 implican que cualquier polino-
mio p(x) con un cero b puede escribirse en la forma p(x) = (x —
b) - g(x), donde g(x) es un polinomio. En los ejemplos anteriores,
x—2=(x—2)- L x*wdx +4d=(x —2) - (x —2); ' — 3x
F+ 2= (x—=2) « (x = 1);ya2a?— 2% L 4x — 8= (x — 2)
+ (x* 4~ 4). En otras palabras, b es una raiz de p(x) = 0, si y sélo
si x — b es divisor de p(x). Se dice que & es una raiz multiple de
P(x) = 0 st y s6lo si (x ~ b) es divisor de p(x). Por eso, 0 es una
ralz multiple de x* — 7x%

Tambiéu nos referiremos a la multiplicidad de una raiz & de
#(x) = 0 para indicar la mayor potencia entera de (x — b) que
es divisor de fx). Asi, por ejemplo, la raiz  tiene multiplicidad
5 en x* —~ 7x" 4 x* = 0. En general, una raiz & de p(x) = 0 tiene
multiplicidad k si (x - b)* es divisor de p(x) y (x — b)**’ no es
divisor de p(x), donde % cs un entero positivo. Una raiz de multi-
plicidad 1 se denomina raiz simple.

El cilculo de la multiplicidad de una rafz & suele efectuarse
mas fAcilmente por medio de un cambio de variable para expresar
f(x) en la forma g(x -~ b). Esto puede hacerse mediante Ia di-
visién sintética (Cap. 1v-3) o mediante la férmula de Taylor
(Cap. m-14). En la notacién de la fé6rmula de Taylor, tenemos
la siguiente identidad para cualquier polinomio f(x):

7@) = §(@ + fla)z — o) - + ey EZO.

Es evidente ahora que si f(a) = 0, entonces f(x) tiene (x — a) co-
mo factor; si ffa) = f(a) = 0, entonces (x — a)* es un factor de f(x};
y en general, si f(a) = f(a) = ... = f¥{a) = 0, entonces (x — a)** es
un factor de f(x). Dado que los coeficientes de la férmula de Tay-

y212¢



i = 13 Rafces maltiples

lor estin determinados univocamente, la proposicion conversa es
también verdadera, es decir, si (x — a)* es un factor de f(x), enton-
ces f(a) = f(a) = ... = [Pw = 0. Ademds, si (x — aJ*" es factor de
f(x), entonces ff(x) tiene a (x — a)* como factor y (x — a)*" es factor
de f”(x) y asl sucesivamente. Por consiguiente, cualquiera raiz de
j(x) = 0 de multiplicidad m > 1 es una raiz de f(x) = 0 de multi-
plicidad m~—1. En particular, una raiz simple de f(x) = 0, no es una
rafzde f/(x} = 0. 8i f(x) = 0 y f(x) = 0 tienen una rafz comun r que
es un cero de f(x) de multiplicidad m — 1, entonces r es un cero de
f(x) de multiplicidad m. Finalmente, si fy(x) es el mdximo comun
divisor de f(x) y f(x) y f = fg entonces g{x) tiene los mismos
ceros distintos que f(x), pero no rajces multiples. En consecuen-
cia en el Cap. 1v-12 los ceros de g,(x) son simples y son precisa-
mente las rafces distintas de fi(x). También, f,(x) tiene raices mul-
tiples si y sélo si fi(x) es de grado positivo.

Dado cualquier intervalo a < x = b y cualquier polinomio real
f{x), podemos encontrar la sucesién cuociente de fi(x), es decir,
fos fir weer fu Ya que fi, €5 un asociado del mdximo comin divisor
de f, ¥ f'., fu €5 una constante si y sélo si f,(x) tiene solamente rai-
ces simples. Si fi tiene grado positivo, la sucesién de Sturm g, g, -,
gw s denomina la primera sucesién Sturm de f,. En ambos casos, el
Teorema 1v - 11 proporciona el nimero de las raices reales distintas,
es decir, el numero N, de ceros de f.(x} de multiplicidad por lo
menos uno. Ahora, tendremos en cuenta que cualquier cero de
f{x) de multiplicidad m es un cero de f’(x} y por lo tanto de fi(x)
de multiplicidad m — 1. Por consiguiente, si f no es una constante,
encontraremos su sucesion cuociente fu, fan . fo ¥ S sucesién
Sturm, la segunda sucesi6n Sturm de f.. Si fa = ¢(fu, ') €s Cons-
tante, f.{(x) no tiene raiz de multiplicidad mayor que dos. En todo
caso, €l Teorema 1v- 11 para f,, proporciona el nimero N, de ce-
ros de fi(x) de multiplicidad por lo menos dos. §i fu tiene grado
positivo, podemos encontrar su sucesién Sturm (la tercera suce-
sién Sturm de f,) y el nimero N, de ceros de multiplicidad por lo
menos tres. Dado que f.(x) tiene grado finito, este procedimiento
puede repetirse sélo un nimero finito de veces. 5t N, es el niimero
de ceros de fox) de multiplicidad por lo menos i, que se ha obte-
nido de la i-6sima sucesién de Sturm de f., entonces el niimero de
ceros de multiplicidad exactamente j es Ny — Ny, En particular,
el namero de raices simples es N, — N, De este procedimiento
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resulta el Teorema de Sturm pava las raices multiples (Bibliogra-
fia N? 48) por medio del cual el nimero N; — N,,; de raices reales
de f, (x) en cualgquier intervalo a < x = b y de cualquiera multi-
plicidad j puede calcularse sin necesidad de determinarse las rafces
mismas.

Los ceros de k, = f,/f. son los ceros (reales o imaginarios) de
f» de multiplicidad por lo menos uno; los ceros de hy, = fi/fu son
los ceros de f, de multiplicidad por lo menos dos; los de h, —
frs-n/fzs son los ceros de f, de multiplicidad por lo menos j. Por lo
tanto, los ceros de s, = h,/k, son precisamente los ceros simples de
fo; los ceros de 5, = F.fh, son las raices dobles; los de 5, = A,/
hy., son los ceros de multiplicidad j, en que s, = h 5i fin €5 cons-
tante. Los fiy son polinomios que se obtienen por el procedimien-
to del méximo comum divisor; los k, y los s; son polinomios que se
obtienen por divisién. Estas operaciones pueden efectuarse si fo(x)
tiene coeficientes reales o complejos. Por consiguiente para cual-
quiera ecuacién polinomia f(x} — 0 y para cualquier entero po-
sitivo § podemos obtener nna ecuacién polinomia s, == 0 cuyas rai-
ces son las rafces distintas (reales o imaginarias) de f(x) de multi-
plicidad j. Luego, mediante estos polinomios s, se tiene

TEOREMA 1V - ]2, Una ecuacion polinomia f(x) = 0 puede re-
solverse: (i) por medio de la formula cuadrdtica si tiene a lo
sumo dos raices de cada multiplicidad k; y (ii) por medio de
sus coeficientes y extraccion de vaices si tiene a lo mds cuatro
raices de cada multiplicidad k.

xyeMpLo. La ecuacidn
(IV-10) ffx)=x" —x* —5x'+ x* 4 8x' 4-4 =10

tiene a lo sumo dos raices positivas y mdximo dos rafces negativas
(Cap. w-11). No tiene raices racionales (Teorema 1v-9). Antes
de sacar el méximo comun divisor para obtener las sucesiones de
Sturm, calculamos las sucesiones cuocientes:

fn=x‘°+rs—5x‘°‘+x"+&f~’+4,
fi = §a® — 427 — 152° + 2x* + 8z,
fy = 2% + 1025 — 32 — 322° - 20,
fi=a" = 32° — 2z,
fur = =2t + 32+ 2;
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Ju = =2t 4 327 4+ 2,

le1:1 = —z% - z,
Jeo=—2*—1;
Jra=—22— 1,

Cofie = -,
Ju=1;

donde f., €5 el mdximo comun divisor (mcp) de f, v fo, fu €5 un
Mcp de fu y de fu; ¥ fu €5 un Mcp de f,, y de i (es decir, fu ¥
' son primos entre sf) .

Luzego la primera sucesién de Sturm de {1v-10) es:

gio = —2* + 22+ 2 = fo/fu,
gu=—53+4x = fi/fu,
g2 = —2* — 10 = fa/fu1,
Jiz = =2 = fo/fu,
gu = 1 = fkl/fkl;

la segunda sucesién de Sturm es

g = 2! — 22— 2 = fu/fi,
gn = -z = lei:l/sza
gn=1 = fke/sz;

y la tercera sucesion de Sturm es

o= —2?—=1= fks,
gn = =% = Cafia,
Gaz=1 = fia.

Segtin la primera sucesién de Sturm vemos que (1v-10) tiene dos
rafces reales distintas, una positiva y una negativa, dado que S—oo
= 8, Sy = 2, y S0 = 1. Andlogamente, segiin la segunda sucesién
de Sturm vemos que (1v - 10) tiene dos raices reales distintas de
multiplicidad por lo menos dos, una positiva y una negativa. Se-
giin la tercera sucesion de Sturm, se ve que no hay rafces reales de
multiplicidad mayor que dos.

En la notacién del pdrrafo anterior al Teorema 1v-12, los
ceros de
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hy=—=2t 52242 = fo/fu

son los ceros de f, de multiplicidad por lo menos uno; los ceros de

ho=2'— 22~ 2= fu/fez

son los ceros de f, de multiplicidad por lo menos dos; y los ceros de

hy = —22— 1 = firo/frs

son los ceros de f, de multiplicidad por lo menos tres. Ndtese que
h; = g., dado que ambos estin determinados de la misma ma-
nera. Continuando con la notacidén anterior, los ceros de

$i = — 1 == hy/hy
son los ceros de f, de multiplicidad exactamente uno; los ceros de
Sg = — %% | 2 = hylh,
son los ceros de f, de multiplicidad exactamente dos; y los ceros de
S = = X"—=1=h,

son los ceros de f, de multiplicidad exactamente tres. Segin s, la
ecuacién (1v-10) no tiene rafces simples; segin s, tiene como raf-
ces dobles \/-f-;' —VQTsegﬁn s, tiene como raices triples ¢, —i. Por
consiguiente las raices de (1v-10) son /2, \/& —\/2, —\/2, i,
i, i, =i, —i, —i.

E] cilculo de las series de Sturm de un polinomio suele ser un
procedimiento largo y tedioso. Sin embargo, la resolucién de una
ecuacion cubica o de cuarto grado por medio de f6rmulas es tam-
bién un proceso largo (Cap. v-9 y Cap. tv-10). El Teorema 1v-
11 y los métodos anteriores pueden aplicarse a cualquier polino-
mio con coeficientes complejos, cualquiera que sea su grado, con
el objeto de obtener raices multiples y también simples todas las
veces que sea posible resolver s; mediante nuestros métodos ante-
riores. Los s, tienen grados menores que el polinomio dado si y
s6lo si hay rafces multiples. En particular, si todas las raices son
raices simples, entonces 5, es un polinomio asociado del polinomio
dado. Los métodos que se han presentado en esta seccién son im-
portantes porque nos permiten la resolucién de ecuaciones que no
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podrian ser hechas por los métodos estudiados anteriormente, En
la seccion siguiente y final de este capitulo consideraremos métodos
de aproximacién de raices reales de ecuaciones polinomias en una
varfable con coeficientes reales.

EJERCICIOS

1. Resclver:

(a) o' — 4 =22+ 122 +9 =0
(b} 2! =22 — 3 + 4z + 4 =0,
(e} xt— 92 + 927 4- 8ir — 162 =
(d} z* ~ 622 — 8z -3 =0,
(e) 2 — 72" 4 16z — 9 = 0.

2. Resolver:
X% — 5’ — 5x*' 4 45x' — 108 = 0

3. Proponer un método para resoiver Ia ecuacién del Ejercicio 2, encontrande
primero las rafces racionales de una ecuacidn relacionada con ella.

- 14 SOLUCIONES APROXIMADAS.
Concluiremos nuestro breve estudio de la teoria de las ecuaciones
con una discusién de dos métodos para calcular aproximadamente
las raices reales de una ecuacién polinomia f(x) == 0 con coeficien-
tes reales. Mediante el Teorema de Sturm o aun por el método de
ensayo y error podemos determinar intervalos de la forma n <
x = n ~- 1 en el cual se encuentran las rafces (Cap. 1v-12). Los
procedimientos siguientes consisten en dos métodos para obtener
aproximaciones sucesivas que tienden a la ralz como un limite.
Dado que mediante el Teorema 1v-9, puede obtenerse todas las
raices racionales, los métodos por aproximacion serin necesarios
solamente para las raices irracionales.

Método de Newton, Supongamos que f(x) = 0 tiene una rafz
a + h en que el niimero a es conocido, f{a) £ 0, v h* es menor
que uno. La férmula de Tayloren x = a 4+ h da

e + h) = f(a) + f(a)h +; (‘” |
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ya que a -+ h es una rafz. Para valores pequefios de A, los términos
que contienen k' como factor, se pueden despreciar y resulta f(a)
+ f(a)h = 0, o h = —f(a)/f(a) como una primera aproximacién
para k, y a&; = a -- f{a}/f’(a) como una primera aproximacién para
la raiz @ 4 h. Este proceso se repite haciendo a, = a; — f(a:}/{"(a:)
¥, en general, a,. = @ — f(a;}/f'(a;). Aunque a, debe elegirse
tal que f(a;) s& 0, esto no causa ninguna dificultad, ya que f/(x}
tiene sélo un nidmero finito de ceros. Por consiguiente si fi(x) =
0 para algtin valor de ¥ = a,, simplemente se reemplaza a, por un
valor ligeramente diferente en el cual f(x) 54 0. La sucesién de
valores a, a,, @y, ... 8, ... tiende a & 4- A como limite, al que se puede
aproximar con el grado de precisién que se desee. Por ejemplo:
f(x}) = x¥ — 8x 4 1 = 0 tiene una rafz entre cero y uno; f/(x}
== 5xt — 8. 8i @ = 0, las diferencias ¢; — @ == ¥, a, — a, == .0014,
tienden a cero muy rdpidamente y la raiz deseada es aproxima-
damente 0. 3346. El método de Newton puede también usarse
para cualquiera funcién f({x) que tenga una primera derivada.

El segundo método por aproximacién, el método de Horner,
proporciona los digitos sucesivos en el desarrollo decimal de la
raiz. Por ejemplo, x* — 12x' 4+ 5x — 17 == 0 puede determinarse
mediante el Teorema de Sturm o por ensayo y error con ¢l objeto
de obtener una raiz entre 10 y 20. En consecuencia, el primer di-
gito de la raiz se considera 1. Empleamos en seguida la divisién
sintética, como en €l Cap. iv-3, con el objeto de disminuir las
raices en 10:

1 -12 5 ~—17 [10
0 10 -20 —150
1 -2 =15 -—167

0 10 80

1 8 65

0 10

1 18

0

1

y buscamos una rafz de la nueva ecuacién y° + 18y + 65y — 167
= 0, que tenga un valor entre 0 y 10, y encontramos que esta raiz
estd entre 1 y 2. Por eso el segundo digito de la raiz es 1. En con-
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secuencia, disminuimos las raices en 1 y buscamos una rafz de la
nueva ecuacién z’' 4+ 21z' 4 104z — 83 = 0, entre 0 y 1, y encon-
tramos que estd entre .6 y .7; disminuimos las raices en .6 y bus-
camos una ralz de la nueva ecuacién que se encuentre entre cero
y un décimo. Continuando este procedimienio, se puede calcular
un numero finito de lugares decimales de la raiz buscada, 11.6...
Después de las primeras etapas, puede obtenerse una aproxima-
cién 1itil del digito siguiente considerando solamente los ultimos
dos términos de la ecuacién de que se trate. Las raices negativas de
f(x) = 0 pueden calcularse cambiando los signos de las raices po-
sitivas de f(—x) == 0.

Existen otros métodos de aproximacién de raices (Bibliografia
N¢ 49; pégs. 151-180), como también reglas para reducir el tra-
bajo en los procedimientos anteriores. Sin embargo, se ha presen-
tado lo suficiente para indicar cémo se puede determinar cual-
quiera rafz real de una ecuacién polinomia real con una aproxi-
macién de tantos lugares decimales como se desee. Para mayores
detalles sobre éste y otros temas mencionados en este capitulo el
lector puede consultar un texto sobre teoria de las ecuaciones,

En el presente capitulo hemos examinado algunos métodos pa-
ra encontrar los ceros de un polinomio en una variable; hemos
presentado férmulas para determinar las raices de ecuaciones po-
linomias de grados 1, 2, 8, v 4 (Cap. 1v, Secciones 5, 9, y 10) con
coeficientes complejos; considerado las ecuaciones polinomias
de grado arbitrario teniendo en cuenta sus raices multiples y las
ecuaciones polinomias reales de grado arbitrario respecto de sus
raices racionales. El estudio de los polinomios y las ecuaciones po-
linomias es la meta que nos habjamos propuesto alcanzar al ocu-
parnos de nuestro sistema de nudmeros, de la teorfa de los nime-
ros y de la teorfa de los polinomios, y aunque representa un avan-
ce notable en nuestro propdsito, ne es de manera alguna la etapa
final. A medida que progresamos en nuestro estudio se nos pre-
sentaron oportunidades de dedicar especial atencién y desarrollar
interesantes conceptos. Hemos considerado solamente algunos con-
ceptos fundamentales bdsicos dentro del vasto campo del ilgebra,
El camino estd ahora expedito para abordar una gran variedad
de materias de las cuales podremos seleccionar sdlo algunas.

Los tres capitulos restantes pueden leetse en cualquier orden
segin el interés del lector. El mds importante es el Capitulo v
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sobre matrices y determinantes y sus aplicaciones a la dependen-
cia lineal, a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y a las
transformaciones geométricas. El Capftulo vi contiene una aplica-
cién importante de nuestras teorias algebraicas a los problemas
cldsicos de construccién en geometria y, en particular, una de-
mostracién de la imposibilidad de trisectar un dngulo arbitrario
dade utilizando tinicamente la regla y el compéds. Por tltimo, ¢l
Capftulo vii es una introduccién a la representacion grafica de
funciones, que corresponde, en cierto modo, al estudio de los con-
juntos de funciones que figura en el Capitulo .

EJERCICIOS

1. Calcular las rajces de x* — 3x* — 2x 4 5 = 0, con una aproximacién de
cuatro cifras decimales.

2. Calcular la rafz real de x* 4= 2x 4 20 = 0, con una aproximacién de cinco
cifras decimales.

8. El asta de una bandera mide cien pies de altura y se halla a dicz pies de
distancia de un poste de diez pies de altura. i el asta se quiebra —sin que Iz
seccién superior se separe de 1a base— y de modo que toque el extremo superior
del poste v voce la tierra, caleular la altura en que se quebrd,
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CAPITULO V

Determinantes y matrices

Los determinantes y las matrices tienen muchas aplicaciones pric
ticas en matemdticas y en otras ciencias, Examinaremos primero
su desarrollo histérico (Cap. v-1), en seguida definiremos los
determinantes mediante matrices (Cap. v-2) y permutaciones
(Cap. v-3 a Cap. v-6), estudiaremos algunas de sus propiedades
(Cap. v-7 a Cap. v-10), y consideraremos varias de sus aplica-
ciones. En particular, consideraremos el uso de los determinantes
y de las marrices en la resolucién de sistemas de ecuaciones linea-
les (Cap. v-1i1 y Cap. v-12); en la dependencia lineal (Cap. v-
13); en la geometria analitica (Cap. v-14); y en las transforma-
ciones geométricas (Cap. v-15).

V-1 DESARROLLO HISTORICO. La
primera nocién de un determinante se debié probablemente a
Leibniz a fines del siglo diecisiete. El empled simbolos andlogos
a nuestra actual notacion de determinantes para simplificar las
expresiones que se originan en la resolucién de sistemas de ecua-
ciones lineales. Por ejemplo, consideremos el sistema siguiente de
ecuaciones lineales de dos variables:

ar bly = C,
%+ bt = G-

Si se multiplica la primera ecuacién por --b,, la segunda por —b,,
y si se suman las ecuaciones resultantes, obtenemos (a0, — a.b,)x
= by, — by, 0 en la notacién de los determinantes
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que puede resolverse respecto de x si a,b, — a:b; = 0. Este proce-
dimiento fue expresado como una regla formal para sistemas de
n ecuaciones lineales de n variables por Gabriel Cramer en 1750.
Por consiguiente, este método se denomina la Regla de Cramer
(Cap. v-11). Esta regla expresa una de las primeras aplicaciones
bésicas de los determinantes.

Durante dos siglos, desde la formulacién de la Regla de Cramer,
los determinantes se usaron de muchas maneras. Algunas de estas
aplicaciones s¢ examinardn en el presente capitulo; muchas otras
no pueden apreciarse hasta que el lector no haya estudiado la
rama particular de las matemdticas en la cual se emplea. Bézout
(1799) usé determinantes en su método de eliminacién por me-
dio de ecuaciones lineales. Sylvester (1840) cmpleé determinantes
en su método dialitico de eliminacién. Se ha reconocido el traba-
jo de Vandermonde, Jacobi y otros en la teorfa de los determinan-
tes, asociando sus nombres con tipos especiales de determinantes.
Por ejemplo, el determinante de Vandermonde (Ejercicio 22, Cap.
v-9) puede usarse en la discusion de las raices de una ecuacidn
cibica, Los determinantes wronskianos y jacobianos tienen impor-
tancia en las teorias de matemdticas superiores. Los determinantes
resultantes, elhminantes, alternantes, ortogonales, simétricos, orla-
dos, son algunos de los muchos otros tipos de determinantes que
tienen aplicaciones especiales en las teorlas matematicas.

Cauchy (1815) y Jacobi (1841) aportaron valiosas contribucio-
nes a la teorfa general de los determinantes, Poco tiempo después,
el concepto de una ordenacién cuadrada denominada determinan-
te se amplio y surgié el concepto completamente diferente de una
ordenacién rectangular denominada matriz. La matriz es hoy el
concepto fundamental con numerosas aplicaciones tedricas y préc-
ticas, Toda matriz cuadrada con elementos pertenecientes a un
anillo tiene asociado un determinante. La teorfa de los determi-
nantes ha llegado a ser una parte de la teorfa de las matrices.
Restringiremos nuestro estudio de las matrices a2 los conceptos ne-
cesarios en las aplicaciones a que nos hemos referido al comienzo
de este capitulo. Otras aplicaciones y mayores detalles sobre la teo-
ria pueden consultarse en textos tales como los N.os 9, 16, 39, 44 y
49 de la Bibliografia.
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V-2 MATRICES. Una matriz se define como una
ordenacién rectangular tal como
1 2 3 4
5 B 7
y, en general,
ap iz Q@ -.. Gin
Ggn @ya Qo ... CQan
(V_l) 1 @yz Az .. dzn ¢
1 Qpya Qna v Qmn

donde los elementos ay pueden pertenecer a cualquier conjunto
dado de numeros, de polinomios o pueden scr elementos de un
anillo dado de elementos. Nos preocuparemos principalmente de
matrices cuyos elementos sean numeros reales o polinomios, Tam-
bién podrian considerarse matrices cuyos elementos pertenezcan
a un anillo 0 a un campo arbitrario con sélo pequefias modifica-
ciones en nuestro presente estudio.

La matriz (v-1) tiene m filas y n columnas. Se ha elegido la
notacién a de modo que el primer subindice (indice de la fila)
designa la fila y el segundo subindice (indice de la columna) de-
signa [a columna en la cual se encuentra el elemento. Por ejemplo,
a; se encuentra en la primera fila y en la secgunda columna; 4, se
encuentra en la tercera fila y en ]a primera columna; a,; estd en
la i-ésima fila y en la j-ésima columna.

Cuando m = n, tenemos una malriz cuadrada tal como

an G A |
[dn ﬂlz:l,

i Qar Qs Qg3 |0
Qa1 23
a3 dyr aa

o, en general,

i @1 Oww ... Qis
n e O ... Qs
(V"—2) 51 Oz Qi ... O3«
UInl Anz Qa3 .. Tan

En el Cap. v-7 usaremos las permutaciones de los subindices de
los elementos y asociaremos un polinomio de los elementos de una
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cualquiera matriz cuadrada con un polinomio de los elementos de
esa matriz. Este polinomio se denominarad el determinante de la
matriz. Si los elementos de una matriz cuadrada son nimeros,
el determinante de la matriz es también un nimero.

El determinante de una matriz estd definido sélo para ma-
trices cuadradas y puede designarse empleando lineas rectas en
lugar de los paréntesis cuadrados con que se designa una matriz.
Por ejemplo, el determinante de la matriz

an Gu]
an QG2

(V-— 3) an Gy
231 Oz

puede designarse por

La matriz (v-1) puede también designarse por {a,], z = 1, 2,
ey m; § = 1,2, ..., n. La matriz cuadrada (v-2) puede designarse
por [ay}. i, j = 1, 2, .., n o simplemente cOMO [du, Gu, -y Tna} 1O-
mando en cuenta sus elementos con indices de fila y columna
iguales, es decir, los elementos de su diagonal principal. El deter-
minante de (v-2) puede designarse empleando lineas rectas como
en (v- 3); o también por |agl, 4,7 =1,2,..., 7,0 también por |as;.
G35 -y Gml. Presentamos estas tres notaciones para matrices y de-
terminantes con el objeto de facilitar la consulta de otros textos
sobre matrices y determinantes. Desgraciadamente, la notacién ma-
tematica no se ha uniformado bien. Con todo, el conocimiento de
las diferentes notaciones que hemos sefialado permitird al lector
reconocerlas ripidamente en cualquier otro texto. Nosotros em-
plearemos, en las tres notaciones, lineas rectas para los determinan-
tes y paréntesis cuadrados para las matrices.

Hasta aqui hemos definido una matriz y hemos sefialado que,
por medio de permutaciones, puede asociarse un determinante a
toda matriz cuadrada. En algunas de las secciones que siguen de-
finiremos y estudiaremos algunas propiedades de las permutaciones.

EJERCGICIOS

I. Escribir cinco matrices.
2. :Se pueden asociar determinantes con alguna de las matrices dadas en el
Ejercicio 17 Indicar estos determinantes en los casos en que sea posible.
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8. Dar ejemplos de cuatro matrices cuadradas y designar cl determinante
asociado con cada una de cllas.

4. FEl oxrden de una matriz cuadrada (Cap. v-7) es igual al nimero de ele-
mentos de su diagomnal principal. Indicar ¢l orden de cada una de las matrices
dadas en el Ejercicia 3.

%, Dar ejemplos de tres matrices cuadradas de diferente orden.

6. Designar de tres maneras cb determinante de la matriz [y, Ga 2ass @54]-

7. Dar un ejemplo de una matriz de tercer erden, cuyos elementos sean nu-
meros complejos,

8. Dar un cjemplo de una matriz de tercer orden, cuyos clementos sean
polinomios en x de grado positivo.

9. Proponer matrices que tengan una de las siguientes propiedades: (a) dos
fitas y tres columnas; (b) una fila y tres columnas; (¢) tres filas y una colun-
na; (d) uma fila y una columna.

V-3 PERMUTACIONES. S8ellaman permuta-
ciones de un conjunto dado cualquiera, las diferentes disposicio-
nes en que se pueden ordenar, en una fila, los elementos del con-
junto. Por ejemplo, dados los enteros 1 y 2, tenemos dos permu-
taciones 1, 2 y 2, 1; dados los enteros 1, 2, 8, tenemos seis permu-
taciones 123, 132, 213, 281, 321 y 312 en las que se han suprimido
las comas por comodidad. Omitiremos estas comas cada vez que
sea posible sin producir confusién al lector. Sin embargo, dados
dos enteros tales como Il y 17, no podremos, por supuesto, omitir
las comas al escribir las dos permutaciones 11, 17 y 17, 11.

Consideremos el numero P, de permutaciones de un conjunto
dado de n elementos distintos. P, = 2, ya que dos elementos cuales-
quiera a y b pueden disponerse de dos maneras: ab y ba. Puede
introducirse un tercer elemento ¢ en cada una de estas dos permu-
taciones, de tres maneras: antes de cada elemento o después de
ambos, resultando asf 8 - 2 = 6 permutaciones de los tres ele-
mentos. Se escribe P, = 31 De modeo andlogo, dado cualquicr en-
tero positivo k, se puede introducir un elemento adicional en cada
una de las permutaciones de % elementos en & 4 1 mancras dife-
rentes: antes de cada elemento y después de todos ellos. De esta
manera, si P, denota el niimero de permutaciones de k elementos,
entonces Pi.. = (k - 1)P.. Por eso P, =41, P, = 8}, .., P. = n!
para todos los valores enteros positivos de n (Ejercicio 1).

Hasta aqui hemos definido una permutacién como una orde-
nacion lineal, tal como
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1 2 3 45 6 7 89 10 11 12

en contraste con una ordenacién circular (como por ejemplo en
un reloj, Fig. v~ 1) u otra ordenacién de cualquier conjunto dado
de elementos,

12
Il 1

Fic, v—1 9 3

Consideraremos, en seguida, un orden (permutacién) del con-
junto dado de elementos como su orden naiural y todas las per-
mutaciones de estos elementos se considerardn con respecto a su
orden natural. Por ejemplo, es costumbre admitir que el orden
natural de cualquier conjunto de nuimeros enteros positivos con-
secutivos, es el orden que se usa al contar; que el orden natural de
cualquier conjunto finito de numeros reales es el orden creciente
de sus valores numéricos; que el orden natural de coalquier con-
junto de letras de un alfabeto es su orden alfabético. Por eso con-
sideraremos que cada una de las permutaciones

(V-4) 12345, 3567, acfhm

se encuentiran en su orden natural. Por la misma razdén, cada una
de las permutaciones

(V-5) 21845, 3576, afchm

se encuentra en una disposicidén diferente de su orden natural. Es.
ta dilerencia, o sea la relacién entre dos permutaciones tales como
12345 y 21345 de un conjunto dado de elementos, puede expre-
sarse por medio de inversiones (Cap. v-4).

E)JERCICIOS

I. Hacer una demostracion completa por induccién matemitica {Cap. 1-4) de
que P, = n! pava eualquier entero positive ni.

2. Hacer una lista de todas las permutaciones del conjunto de letras cat.

3. Hacer una lista de las 24 permutaciones del conjunto de letras duck.
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V-4 INVERSIONES. Doselecmentos cualesquiera, sean
adyacentes o no, que s¢ encuentran en su orden natural en una
permutacién constituyen una permanencia; dos elementos cuales-
quiera que se encuentran en un orden que no es su orden natural
constituyen una inversidn. Por ejemplo, la permutacidn 1, 2 se
denomina una permanencia; 2, 1 es una inversién. Dada una per-
mutacidn daech, y aceptando que el orden alfabético es ¢l orden
natural, tenemos permanencias de, ae, ac, ab, e inversiones da, dc,
db, ec, ¢b, cb. Dada una permutacidén cualquiera, podemos deter-
minar las permanencias y las inversiones como se hizo anteriormen-
te, considerando el primer elemento con cada uno de los otros cle-
mentos; el segundo elemento con cada uno de los elementos que le
siguen; el tercer elemento con cada uno de los elementos siguien-
tes, .. De esta mancra podemos asociar con cada permutacién
un entero unico no negativo que es el namero de inversiones de
la permutacién. Es as{ como cualquiera permutacién dada puede
clasificarse como par o impar segiin que el ndmero de inversiones
cde la permutacién sea par o impar. Todas las permutaciones de
(v-4) se encuentran cn su orden natural y son permutaciones pa-
res, dado que no tienen inversiones (cero es un namero par). To-
das Ias permutaciones de (v-5) son permutaciones impares, dado
que contienen exactamente una inversion. Dado que toda permu-
tacion de cualquier conjunto dado de elementos es par o impar,
nos referiremos 2 Ja clase de las permutaciones pares y u la clase
de permutaciones impares.

Dada la permutacion 4132, podemos considerar las diferencias
1-4,8—4,2—-4,3~-1,2-1,2 - 3y enconlrar que cuaure
de estas diferencias son negativas. La permutacion tiene cuatro in-
versiones y es par. En general, si asociamos vn numero positivo
con cada permanencia y un namero negativo con cada inversion,
entonces el producto de todos estos niimeros que resultan de una
permutacién dada es positivo si la permutacién es par, y negativo
si la permutacidn es impar. Ya que un entero k precede a un en-
tero m en su orden natural si y sélo si m — & es positivo, un par
de niimeros km es una permanencia si m — & es positivo, y es una
inversién si m - k es negativo. Por consiguiente, dada una permu-
tacién cualquiera de niimeros, podemos considerar el signo del pro-
ducto R de las diferencias obtenidas al restar cada elemento de
la permutacién ordenamente de cada uno de los clementos gue
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le siguen. Por ejemplo, dada la permutacién 4132, formamos el
producto de las diferencias a que se ha hecho referencia y encon-
tramos que:

R=(1-4 (83-4) 2—-4) 3~1) (2—1) (2~ 3) es po-
sitivo y como se vio anteriormente, la permutacion 4132 es par.

Dada Ja permulacién 1482, encontramos que:

R=(-=1) @-1) @—=1) 3-4) (2~4) (2 3) es ne-
gativo y la permutacién 1432 es impar. Esta permutacién impar
1432 puede obtenerse de la permutacion par 4182, intercambiando
los elementos 1 y 4. Lin general, encontraremos (Teorema V-4) que
el intercambio de dos elementos cualesquiera de una permutacién
(cs dedir, una transposicion) cambia la clase de la permutacién de
par a impar o de impar a par. En la seccidn siguiente demostrare-
mos ¢l resultado anterior para el caso de transposiciones de ele-
mentos adyacentes. También demostraremos que cualquicra per-
mutacién de un conjunto dado de elementos puede obtenerse del
canjunto de elementos tomado en su orden natural mediante una
sucesion de transposiciones de elementos adyacentes.

EJERCICIOS

1. Hacer una lista de las inversiones que hay en Ias signientes permutaciones:
7132, 71452, 635421, 192837465,

£, Clasificar cada una de las permutaciones del Ejercicio 1 en pares o impates
fa) contatilo el nimero de inversiones; (b) teniendo en cuenta ¢l signo del
producte de as diferencias X

3. Imdicar la wransposicidn que se b cfectwrade en cdda una de las tres
pertnulaciones de  (v4) para obtener las permutaciones corvespondientes de
{¥-B) .

4. Emplear el simbole de producta 1T como en el caso especial

{x2 - 2 ){xy - ey = 32) = H (x, — x.)

I3
y notese que para la permmutacion x,x.x, . . . x,, se tiene
R = l—I (I, . Ii).

1zi1<)3n
Este resultado puede escribivse tmubien en la formma

n—1 n

R = HH (x; = 2.). “

im] j=2
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V-5 TRANSPOSICIONES. Una transposicion
(ab) se define como el intercambio de dos elementos cualesquicra
a y b en una permutacion. En esta seccion nos preocuparemos,
principalmente, de las transposiciones de elementos adyacentes. Da-
da la permutacién 4132, podemos valernos de la sucesidn de trans-
posiciones de elementos adyacentes:

(V-6) (9. @), @, (34
para obtener la sucesién de permutaciones:
V-1 4132, 1432, 1123, 1243, 1284,

que comienza con la permutacién dada y terniina con los elemen-
tos en su orden natural. Aunque esto puede hacerse de varias ma-
neras, por conveniencia hemos considerado, simplemente, los n-
meros 1, 2, 8, 4 en orden y en la permutaciéon hemos conseguido
que cada uno quede en el lugar que le corresponde. En general,
dada cualquiera permutacion de los elementos g, a,, 4, ..., a.,
como

(V-8) @y Wig Qg avn Quy

el elemento a, debe figurar entre los a,. Si a, = 4, bastard una
sola transposicién {a,a,} para colocar a, en ¢l lugar correspondien-
te (vespecto al orden nawral de sus elementos) ., Si a, = a,,, pue-
den hacerse dos transposiciones de elementos adyacentes (ana.) y
(2)a,). En general, si a; = a;, se pueden hacer k—1 transposiciones
de elementos adyacentes. Andlogamente, una vez ohtenido a, co-
mo el primer elemento, podemos considerar Lt nueva permutacion
de la forma:

ﬂxanﬂu- E) am-l}

donde a, = a.,, y pueden hacerse s — 1 transposiciones e elemen-
tos adyacentes para obtener la permutacion:

QT eillag. o o Winuey

Ya que la permutacidn (v-8) contiene solamente un numero finito
de elementos, este procedimiento puede continuarse hasta que to-
dos los elementos estén en su orden natural. Estudiarcmos, en
primer lugar, permutaciones de un numero [inito de elementos,
es decir, permulaciones finiias, ya hemos demostrado:
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TEOREMA v-1. Los clementos de cualquiere permutacion finita
pucden obilenerse en su orden natural por medio de una su
cesion finita de transposiciones de elementos adyacentes.

La sucesién de permutaciones (v-7) resulta al usar la sucesion
de transposiciones (v-6) para obtener los e¢lementos de la permu-
tacion 4132 en su orden natural. Consideremos ahora el problema
de obtener Ia permutacién 4132 del orden natural de sus elementos
1284, Si comenzamos con la permutacién 1284, el intercambio de
1 y 4 como se sehala en (v-6) no representa una transposicion de
clementos adyacentes en la permutacién. Sin embargo, si se emplea
la sucesién de transposiciones:

34y, @4), (2%), (14),

que resulta de considerar la sucesion de (ransposiciones (v-6) en
orden inverso, obtenemos las permutaciones:

1234, 1243, 1423, 1432, 4132,

es decir, la sucesidn {(v-7) en orden inverso. En general, se tiene

TEOREMA V2. §i en una permulacion dada se puede emplear una
sucesion ordenade § de transposiciones de elementos adyacen-
tes para oblener los elementos de esta permutacion en su or-
den natural, entonces, la sucesion de transposiciones que resul-
ta de emplear las transposiciones de la sucesidn § en orden in-
verso puede aplicarse ¢ la permutacicn de los clementos en su
orden natural con el objeto de obiener la permutacion dada,

La demostracién de este teorema es una consecuencia inmediata
(Ejercicio §) de dar por aceptada la sucesion §, de admitir la su-
cesidn corresponiliente de permutaciones y del hecho de que las
transposiciones (ed) y (ba) tienen el mismo efecto en la permuti-
cidn,

Dada cualquiera permutacién (v-8) consideremos el efecto de
una transposiciéon de elementos adyacentes (apasr.} en la clasc (par
o impar) de la permutacién dada, Para cualquier r < ko r > k |
1 el orden de a,, v de a; como también el orden de g, v de g4 1o
se altera con la transposicién, Por consiguiente, el vinico efecto so-
bre la clase de la permutacién se produce al reemplazar ;8. pPor
amitp. Este reemplazo introduce una nueva inversion si @n@;u. era
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una permanencia, y hace desaparecer una inversion si i, era
una inversién. Por consiguiente, una sola transposicién de clemen-
tos adyacentes hace variar siempre el niimero de inversiones en
una y se tiene

TEOREMA V-3, Una sola transposicion de dos clementos adyacentes
de una permuiacion cualquiera hace variar la clase de la per-
mutacion.

Los tres teoremas anteriores pueden usarse en varios de los ¢jer-
cicios siguientes para indicar relaciones entre la clase de una per-
mutacidn y ciertas sucesiones de transposiciones de sus elementos.
En la seccién que sigue encontraremos que se¢ verifican relaciones
muy andlogas cuando los elementos permutados no son necesaria-
mente adyacentes en la permutacion.

EJERCIGCIOS

1. Indicar una sucesion de transposiciones de elementos adyacentes que pue-
da usarse en cada una de las siguientes permutaciones para colocar los ¢lementos
de ellas en su orden natuzal: 3214, adcl, 152684, pigsr.

2. Repetiv ¢l Ejercicio I para las permutaciones 152634 y ptgsr, de varias
mancras.

3, Demostrar ¢l Teorema v-2,

4. Proponer por lo menos tres sucesiones diferentes de transposiciones de
clemcntos adyacentes que puedan usarse para obtener la permutucion 4132 de
1254,

K. Proponer una sucesién de transposiciones de clementos adyacenfes para
cacdla una de las permutaciones del Ejercicio 1 y que puedan usarse para oblener
ta permutacién a partir del orden natural de sus elementos.

6. Repetivr de varias maneras ¢l Ejercicio & pava las permutaciones 162634
¥ plgsr.

7. Detmostrar que para cualquier entero positivo n podemos obtener cual-
quicra permutacion dada de n clementos a partiv de la permutacidn de sus
clementos en su orden natural, medianie una sucesién de a lo sumo nin — 1)/2
transposiciones de elementos adyacentes,

8. Verificar que cada una de las permutaciones imparcs de los Ejercicios 1,
2, 4, 5, 6, ha siido permutada hasta obténer el orden natural de sus clementos o
se ha obtenido a partir del orden natural de sus elementos mediante un numero
impar de transposiciones. Repetir este ejercicio para las permutaciones pares.

9. Demostrar que todas las permutacionesde ¢, 4, . . . , @, pueden obtenerse
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empleando solamente transposiciones e la forma (a,q,), en donde n es fijo y j
pucde tomar los valores 1,2, . . ., n-l.

10. Es siempte posible obtcner una permutacién par a partiv del orden
natural de sus clementos mediante un ninmero impar de transposiciones de ele-
mentos adyacentes? Explicar.

Il Demostrar que para n mayor que 1 son pares exactamente la mitad de
las n! permutaciones.

12. Hacer una scgunda :demostracion del Teorema v-3, por medio de R tal
como cn ¢l Cap. v4, Ejercicio 4,

V-6 PERMUTACIONES PARES E IM-
PARES. Hemos visto en el Capitulo v-4 cémo calcular el
nimero de inversiones de cualquiera permutacion dada y cémo
clasificar la permutacién en par o impar, segin que el nimero de
inversiones sea par o impar. También hemos visto en el Capitulo
v-b que cualquiera permutacién dada puede obtenerse de o trans-
formarse en una permutacion de los elementos en su orden natn-
ral mediante una sucesiéon de transposiciones de elementos adya-
centes, Dado que cada transposicion se asocia (Teorema v-3) en
este procedimiento con una sola inversién, toda permutacién pov
puede obtenerse de o transformarse en el orden natural de sus
clementos mediante un nimero par de transposiciones de elemen-
tos adyacentes (Teoremas v-1 y v-2). Andlogamente, toda permuta-
ci6n impar puede obtenerse de o transformarse en el orden na-
tural de sus elementos mediante un numero impar de transposi-
ctones de elementos adyacentes. Demostraremos, ahora, que cual-
quiera transposicién, es decir, cualquier intercambio de dos ele-
mentos (adyacentes o no), de una permutacién, puede obtenerse
mediantie un nimero impar de transposiciones de elementos adya-
centes. Por consiguiente, demostraremos que cualquiera transposi-
cidn de los clementos de una permutacién cambia la clase de Ia
permutacion.

Dada cualquiera permutacion, sabemos que (Teorema v-8) el
intercambio de dos elementos adyacentes cambia la clase de la per-
mutacién. El intercambio de dos elementos separados por un solo
elemento entre ellos, puede efectuarse mediante tres transposicio-
nes de elementos adyacentes. Por ejemplo, las transposiciones:

(ab) (ac) (bc)
)232¢(
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pueden utilizarse para cambiar entre si los elementos a y ¢ en Ja
permutacion abe. La sucesion correspondiente de permutaciones ¢s

abec, bac, bea, cbha.

El intercambio de dos elementos de una permutacion que tienen
entre s{ dos elementos, puede efectuarse mediante cinco transposi-
ciones de elementos adyacentes. Por ejemplo, a y d en abed pue-
den cambiarse entre si por medio de la sucesion de transposiciones:

(ab) (ac) (ad) (¢d) (bd)
que determina la sucesion de permuiaciones:
abed, bacd, bead, beda, bdea, dbea

En general, el intercambio de dos clementos de una permutacién
que tienen entre si & elementos puede efectuarse mediante 2% -
1 transposiciones de elementos adyacentes (Ejercicio I). De aquf
que, de acuerdo con el Teorema v-3, se pueda cambiar la clase
de cualquiera permutacién por medio de un solo cambio de dos
cualesquiera de sus elementos. En otras palabras, hemos demostrado

TEOREMA V-4, La clase de una permutacion cualquiera s¢ cam-
bia por medio de una transposicion cualquiera de sus elementos.

Podemos valernos del producto de las diferencius (Ejercicio 2)
tal como en el Ejercicio 4, Capftulo v, para hacer una segunda
demostracion del Teorema v-4. Este teorema se necesitard en el
Capitulo v-8 para la demostraciéon de una de las propiedades bd-
sicas de los determinantes. Ahora nos apartaremos de nuestra dis
cusion de las propicdades de las permutaciones para estudiar el
empleo de las permutaciones en la definicion del determinante
de una matriz cuadrada.

EJERCICIOS

I. Demostrar que en ung permutacion se puede efecluar el cambio de dos
elementos que tengan cnire s k clementos por medio de 2k - 1 transposiciones
de elementos adyacenites,

2. Empléese el método del Ejercicio 12, Cap. v-5. para proponer una scgunda
demostracion del Teorema v-4.

3. Demostrar que puede obtenerse una permutacién cunalquiera dada de n
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elemeutos del orden naweral de sus elementos por medio de una sucesidn de a
lo mas n — 1 transposiciones,

4. En ¢} Teorema v-2, reemplicese “transposicién de e¢lementos adyacentes™
poer “transposicion”™ y demuéstrese €] teorena que resulta.

6. Considérense transposiciones arbitrarias de elementos (no necesariamente
adyacentes) de la permutacion 123 y demuéstrese que la permutacidn que resulsa
depende <el orden en que se efectuen las transposiciones, es decir, que 1a aplica-
cion de una sucesion de transposiciones no es pecesariamente una operacion
conmutabiva.

6. Valicudose de las sucesiones de transposiciones (21), (24); (43), 42,
(1l), (28y; (24), (14) y del orden natural 1234, demostrar que fa permutacion
4132 puede ohitenerse del orden natural por medio de varias sucesioncs dilerentes
de transposiciones.

7. Citar por lo menos cuatro sucesiones diferentes de transposiciones que
pucitan emplearse paru obtener la permutacidn 1234 de 4132,

& Indicir varios cjemplos de sucesiones de tansposiciones que (z) sean

conmurativas; (b) no seon conmulativas,

V-7 DETERMINANTES. En esta seccidon con-
sideraremos un procedimiento explicito para escribir el deter-
minante de cualquiera matriz cuadrada. Como se sefialé en el Cap.
v-2, ¢l determinante de una matriz cuadrada se define como un
polinomio en los elementos de la matriz. Este polinomio puede
obtenerse de diferentes muneras. Nos preocuparemos, principal-
mente, de dos de estos métodos: el desarrollo de un determinante
de una matriz cuadrada con respecto a una fila y el desarrollo de
un determinante de una matriz cuadrada con respecto a una co-
lumna. Estos desarrollos difieren solamente en el método empleado
para obtener los términos del polinomio. En el Capitulo v-8 se
demostrard que son equivalentes,

Estrictamente hablando, el desarrollo de un deierminante de
una matriz cuedrada respecio de una frla puede definirse como la
suma algebraica de todos los productos posibles que se obtienen
al tomar uno y sélo un factor de cada fila y columna de la matriz,
en donde cada producto se encuentra precedido de un signo mis
o de un signo menos, seglin que el numero de inversiones de los
indices de columna de los {actores sea par o impar y en donde los
indices de fila se encuentran en su orden natural (ver Bibilografia
N? 16, pdg. 8). Consideremos unos cuantos ejemplos de esta de-
finicidn,
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Dada cualquiera matriz cuadrada de dos [ilus y dos columnas:

(V-9) I:Gu ﬂw]’
Gz U2
Podemos designar ¢l determinante de esta matriz pox:

(\‘7_10) ’ an al'1|

ayn  On
y buscar el desarrollo del determinante con respecto a la fila. Sien-
do asi (v-10) representa el determinante de (v-9) y (v-9) es la
matriz de (v-10). Por definicién, el determinante de (v-9) es el
polinomio @uty — Gnlar.

Conforme a la definicién anterior del desarrollo de un determi-
nante con respecto a una fila, podemos elegir cualquier clemento,
COMO S€r @y, ¥ tomar junto con él un elemenlo que no se encuentre
en la misma fila ni en la misma columna que ay en la matriz del
determinante, En otras palabras, si elegimos a,, tachamos la pri-
mera fila y 1a primera columna.

e

y elegimos un elemento de entre los restantes. En el caso de (v-
10) queda solo un elemento, y obtenemos el producto ana. En
general, se repite el procedimiento tachando la fila y la columna
del nuevo elemento elegido hasta que quede un solo elemento.
Una vez clegido el producio a.a., en (v-U) o en (v-10), queda
Gnicamente otro producto a,d,. Cada uno de estos productos pue-
de escribirse de dos maneras: @,y 0 bien e, ¥ ¢4, © bien ana.
Conforme a la definicién anterior, tomaremos cstos productos en
las formas @, Y @, en donde los Indices de la fila (los primeros
subindices), se encuentran en su orden natural. En seguida, to-
maremos cada producto con un signo mds si el indice de la co-
lumna (scgundo subindice), forma una permutacién par, y con
signo menos si el {ndice de la columna forma una permutacion im-
par. Por consiguiente, el determinante de (v-9) puede expresatse
como:

ayy  Gyp

(V1)

= @yytpp — Gylag.

gy dgy
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Si hubiéramos comenzado con un elemento diferente, como ser, a,,
en vez de a,, habrfamos obtenido una expresién equivalente, tal
COMO — aully; + Auts, del desarrollo del determinante con respecto
a Ia fila.

Antes de considerar otros ejemplos de la definicién anterior,
vamos a definir el orden de una matriz cuadrada, Se denomina
ofden de una matriz cuadrada su ntimero de filas (o columnas) .
Por cso (v-9) cs una matriz de orden 2 y (v-2) es una matriz de
orden n. Andlogamente (v-10), representa un determinante de or-
den 2y, en general, el orden del determinante de una matriz cua-
drada es el mismo que el orden de la malriz.

Hemos aplicado la definicion anterior del desarrollo de un
determinante con respecto a una fila 2 determinantes de orden 2.
Un determinante de orden 3 puede desarrollarse analogamente
(Ejercicio 1) por medio de 8! = 6 productos de tres factores cada
uno de la siguiente manera;

an Q2 auy
(V—-12) n Gy (| = Qnlee@ss — Mndaly + G2 — G12021033
Q3 Q= Gy “+ ity — Gitnds.

El polinomio de (v-11) puede expresarse en la forma
Zf‘jlf,a]flaﬁ.‘-” "

en donde X es cl simbolo de la suma, y donde se suma 2! = ¢
permutaciones de los segundos subindices, y €,4, se toma como -
1 0 — I, seglin que la permutacién de los segundos subindices sea
par o impar con respecto al orden natural de los enteros positivos.
Aniilogamente, el polinomio de (v-12) puede expresarse en la
forma

2 efi 1 f.lal ila“: 3'1{133.1!

donde se suman las 3! = 6 permutaciones de los segundos subindi-
ces. En general, el desarrollo del determinante (v-2) de una ma-
triz de orden n con respecto a la fila puede expresarse en la forma

e s
(V=1 3-) ze-ﬂfa o 10825, . - Gaj,

donde se suman las n! permutaciones de los segundos subindices y
las e son, como anteriormente, 4 1 0 — 1, segun que [as permu-

taciones de los segundos subindices sean pares o impares. Dado
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v+ 7 Determinantes:

que este desarrollo general de un determinante de orden 2 es un
polinomio que implica unicamente operaciones de anillo entre
los elementos del determinante, podemos esperar encontrar utia
interpretacién a los determinantes y matrices de elementos pertene-
cientes a cualquier dominio de integridad (véanse los pdrrafos de
la introduccién al Capitulo ny. Las matrices y determinantes mds
comunes de las matematicas elementales tienen por elementos ni-
meros reales arbitrarios. Supondremos que este es el caso en [a
mayor parte de este capitulo, pero consideraremos también algunas
aplicaciones de matrices cuyos elementos son polinomios. Las ma-
trices cuyos elementos son nimeros complejos desempefian un pa-
pel importante en las teorias de matematicas superiores.

En la seccién siguiente consideraremos tres propiedades de los
determinantes que, cspecialmente en el caso de n > 3, suelen per-
mitirmos simplificar el método formal antertor para desarrollar un
determinante dado. Para n — 2 se obticne ficilmente el polino-
mio (v-11) como el productoe de los elementos de la diagonal prin-
cipal (de indices iguales), disminuido en el producto de los ele-
mentos de la diagonal secundaria. Para n — 8 existe también un
método andlogo en el que se emplean lineas diagonales. Ya que
muchos lectores han empleado previamente el método de (v-14),
lo hemos mencionado con el objeto de insistir en que no existe un
método andlogo para n mayor que 8. Para n = 3 se puede copiar
nuevamente las dos primeras columnas de la manera siguiente:

Gy @i Gulln an
(V—-14) @3 G G| 0n O
Q31 Qi G| Qn A
y sumar los productos de los elementos sobre las diagonales para-
lelas a la diagonal principal
Aoty + Qulnls + aidinan,

y de éstos sustraer la suma de los productos de los elementos sobre
las diagonales paralelas a la diagonal secundaria, es decir, sumar
los productos negativos

wo aallaylyy — Apyllygllyy — @gyllyyQys.

Sin embargo, este método daria sélo 2n — 8 t¢rminos del poli-
nomio para determinantes de orden 4, en circunstancias en gue se
necesitan n! = 24 términos. En general, el método anterior de las
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3

diagonales (v-14) puede utilizarse solamente para determinantes
de orden menor o igual a 3. Para determinantes de todos los Or-
denes pueden usarse otros métodos mids adecuados (Cap. v9 y
Cap. v-10) y se recomiendan en lugar de aquel de (v-14) para de-
terminantes de orden 3.

EYYERCIOCIOS

1. Olicner ¢l desarrolle de un determinante (v-12), con respecto a la fila,
valiendose de 1a definicidn formal del mismo.
2, Encontrar ¢} desarrollo con respecto a la fila de

I b2l ge |2 3]
3 4 4 6
3 Encontrar cl desarrollo con yespecto a la fila de
¥ 123
1 0 1f
2 12
4. Encontrat ¢l desarrollo con respecto a la fila de
2 I 3
3 -2 2|
1 -1 0

5. Escribir una matriz general de orden 4 por medio de (v-2) haciendo
n = 4 Encontrar ¢l desarrollo del determinanie de esia matriz con respecto a

Ia fila.
6. Encontray y simplificar el desarrollo con respecto a la fila de
1 2 3 1
2 1 1 1
01 01
1 010

7. Deflinir ¢l desarrollo del determinante de una matriz cuadrada con res-
pecto a la celumna cambiando la palabra “fila” por “columna” en la definicion
dei desarrollo de un determinante con respecto a Ia fila.

8. Repetir ¢l Ejercicio 2, haciendo el desarrollo con rcapecto a la columna.

9. Encountrar el desarrolio del determinante de (v-9) con respecto a la co-
lumna y compararlo con ei desarrollo con respecto a la fila,

10.  Encontrar ¢l desarrollo de (v-12) con respecto a la columna y comparar-
lo con ¢l desarrolio con respecto a la fila.

il. Repetir los Ejercicios 3 y 4, haciendo el desarrollo con respecto a la

columna.
12, Encontrar el desarrello de una matriz general de orden 4 con respecto
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a Ia columma y compararlo con el desarrollo con respecto a la fila que se obtuve
en ¢l Ejercicio 5.
13. Repetir el Ejercicio 6, hacienda ¢l desarrollo con respecto a la columna,
14, Expresar los desarvollos de matrices cuadradas de orden 2, 3, 4, y n con
respecto a la columna, valiéndose de la notacién para fa suma como en (v-18).

V-8 PROPIEDADES DE LOS DETER.
MINANTES. En esta seccibn emplearemos los desarrollos
con respecto a la fila

(V-15) Gylleyy — Gualla:

{V"]G) Ayllgylyy — Qp1lysllys + ﬂnanau — (llgillse + Qyallgillyy —
Tl iyl

para los determinantes (v-11) y (v-12) de matrices generales de
segundo y tercer orden para ilustrar tres propiedades bisicas de los
determinantes. Emplearemos la palabra linee de una matriz para
indicar indistintamente una fila ¢ una columna. Esta notacién es
muy util para el caso en que una proposicién se aplique por igual
a filas y columnas.

Cada término del polinomio (v-15) tiene exactamente un fac
tor con el primer subindice 1, es decir, cada término tiene exacta-
mente un factor que pertencce a la primera {ila de Ia matriz del
determinante. Andlogamente, cada término tiene exactamente un
factor de la segunda fila, de la primera columna, de la segunda co-
lumna. En consecuencia, cada término del desarrollo con respeclo
a la fila (v-15) tiene exactamente un factor de cada linea de Ila
matriz del determinante (v-11). En otras palabras, el desarrollo
con respecto a la fila (v-15) es lineal y homogéneo en los elemen-
tos de cada linea de la matriz del determinante.

Esto mismo se puede afirmar con respecto al desarroilo (v-16)
del determinante (v-12) con respecto a la fila. Cada trmino del
desarrollo con respecto a la fila contiene exactamente un factor
perteneciente a cada linea de la matriz del determinante, es de-
cir, el desarrollo con respecto a la fila es lineal y homogéneo en
los elementos de cada Ifnea de la matriz del determinante. Nues-
tra primera propiedad bdsica de los determinantes resulta al expre-
sar esto mismo para determinantes de cualquier orden n.
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rrROPIEDAD A. El desarrollo de un determinante con respecto a

la fila es lineal y homogéneo en los elementos de cada linea de
su matriz.

Utilizaremos, en seguida, esta propiedad y considerareémos unos
cuantos métodos particulares de desarrollar el determinante ge-
neral de tercer orden (v-12). Si en el determinante (v-16) reuni-
mos los coeficientes de los elementos de la primera fila del deter-
minante, tenemos:

(V-l?) U (Qaaltys = auaa) = au(nlty — a,_.a,,) + an(@nds — Ayly),

en donde se ha sumado el término que contiene a, si 1 - f es par
y se ha restado si 1 4 j es impar. La importancia de esta conven-
cién se apreciard luego al estudiar determinantes menores de ele-
mentos. ;

El desarrollo (v-17) se denomina un desarrolio respecto de los
elementos de la primera fila de la matriz del determinante, Andlo-
gamente, el determinante general de tercer orden puede desarro-
llarse respecto de los elementos de cualquiera linea de la matriz
del determinante (Ejercicio 1).

Si los elementos de la primera fila de la matriz de (v-12) son
todos cero, es decir, ax = @, = @u — 0, entonces el desarrolle (v-
17) es cero. Ya que cualquier determinante puede expresarse por
medio de los elementos de cualquiera linea de la matriz del de-
terminante, valiéndonos de la Propiedad A, tenemos

TEOREMA V-5, Si fodos los elementos de una linea de una ma-
triz cuadrada son iguales a cero, su deteyminante €s cero.

Volviendo a (v-17) veremos que el coeficiente de a, es preci-
samente el desarrollo del determinante que se obtiene tachando
en (v-12) Ia fila y la columna correspondiente a a,. Lo mismo
ocurre para 4, y, con excepcion del signo, para Gu. En general,
denominaremos el menor de un elemento de una matriz cuadrada
de orden n, al determinante de orden n — 1 que se obtiene ta-
chando la fila y 1a columna correspondiente al elemento. En segui-
da denominaremos cofactor A,, de un elemento ay, al coeficiente de
a.y en el determinante (v - 13). Ya hemos observado que los cofacto-
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res de a,, y de a, en (v-17) son iguales a sus menores, en circuns-
tancias de que €l cofactor de a;. es el negativo del menor de aquel
clemento. De acuerdo con la Propiedad C y con (v-13) podemos
probar en el Ejercicio 15 de esta seccidén y mediante otro métado
en el Ejercicio 4, Capitulo v-10, que el cofactor de cualquier
elemento ay; es {—1)' veces el menor de a.y.

Valiéndonos de la definicién anterior de cofactor, el desarrollo
de un determinante de orden n puede expresarse:

8l + apde - L @l

por medio de los menores de los elementos de la primera lila de la
matriz del determinante, o también por medio de los menores de
los elementos de la fila i-ésima,

(V '18) ﬂﬂA‘T + a(pAu + P + a“A"” (6] t«]mbién
(V- 19) auAu -1*- auA.ﬂ + - + aleAnI

por medio de los menores de los elementos de la columna j-ésima.
Es costumbre hablar del desarrollo de un determinante por medio
de los menores de sus elementos en la forma que se acaba de sefta-
lar, en lugar de hablar de cofactores para referirse a los menores
tomados con el signo que les corresponde. El Teorema v-5 pudo
haberse postergado para introducirse aqui como consecuencia in-
mediata de estos desarrollos.

Si cada elemento de la primera fila de la matriz (v-12) se mul-
tiplica por %, entonces ay, @u, 4,; de (v-17) se reemplazan por ha,,
kay, kas y el determinante de la matriz ha quedado multiplicado
por k. De la misma manera, de (v-18) y de (v-19), se obtiene

TEOREMA V-0. Si los elementos de cualquier linea dr una me-
triz se multiplican por k, entonces su determinante queda mul-
tiplicado por k.

Este teorema nos asigna el derecho de sacar un factor comun
de cualguiera linea de la matriz de un determinante y de multi-
plicarlo por el determinante de la nueva matriz. Por ejemplo, se
tiene
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4 6|_.12 8} |2 1]|_
1 al=2|% 3)=eli 1l-e

E] Teorema v-6 puede demostrarse también directamente del
desarrollo (v« 13) y de la Propiedad A (Iijercicio 8).

Las otras dos propiedades basicas de los determinantes pueden
ilustrarse, respectivamente, mediante el intercambio de filas y co-
lumnas en la matriz de un determinante

a;  On
a3 QG

an 22
Qg O

y mediante el intercambio de dos filas de la matriz de un deter-
minante, cambiando el signo del determinuante:

Gy
Gy G

i *Iﬂzl an
ay o

Estas propiedades constituirdn la base de los procedimientos para
simplificar el desarrollo de un determinante (Cap. v-9). El tér-
mino identidad se define en el Cap. 1u1-4 en el sentido en que se
usa en el siguiente enunciado:

proviEpAL B.  El desarrollo de un determinante de una malriz
cuadrada con respecto a una fila es idéntico al desarrollo del
determinante respecto de una columna.

PROPIEDAD €. El intercambio de dos lineas paralelas cualesquie-
ra en una matriz cuadrada, cambia el signo de su determinante.

Tistas clos propiedades pueden demostrarse por medio del des-
arrollo (v-13). El término “dos lfneas paralelas” se refiere a dos
{ilas o a dos columnas, La propiedad B establece que

Ze,m. i@y -+« Bag, = Eem, e kB k2 . o . Biony

en donde se han sumado las n! permutaciones de los indices de
fila y columna respectivamente. Las dos sumas contienen cada una
todos los n! productos posibles de los elementos a., de tal manera
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que ningin par de elementos sea de la misma fila ni tampoco
ningun par de elementos sea de la misma columna. Por consi-
guiente, s6lo queda por demostrar que cada producto (término
de la suma) tiene el mismo signo cuando sus factores estdn orde-
nados respecto de sus indices de fila que cuando estdn ordenados
respecto de sus indices de columna, Por ejemplo, cuando n = 3§,
tenemos un término a;.0guasy. Si se ha ordenado respecto de los
indices de fila, la permutacién de los indices de columna cs 231,
que puede obtenerse del orden natural por Ia sucesidn de transpo-
siciones (12), (18) y por lo tanto es par. Si se ordena respecto
de los indices de columna, tenemos ¢3,8,s005 ¥ la permutacion de los
indices de [ila es 312, que puede obtenerse del orden natural por
medio de (23), (13) y por lo tanto es también par. De aqui que
el término @yaa.4ay, en el desarrollo de un determinante de tercer
orden sea positivo, ya sea que el determinante se haya desarrollado
respecto de las filas o respecto de las columnas. Esto es verdadero
esencialmente (ver Teorema v - 2), porque la misma sucesién (12),
(18) de transposiciones empleadas para obtener la permutacién 231
de los indices de columna a partir de su orden natural puede tam-
hién usarse en orden inverse (18), (12), en la permutacién 231
para ordenar los indices de columna en su orden natural y obtener
de estc modo az;8,s0sy. En general, la sucesion de transposiciones
que s¢ emplea para obtener la permutacién de los indices de colum-
na de @y, Gyg ... aye a partir de su orden natural, puede usarse
en orden inverso para ordenar los factores conforme a sus indices
de columna azq; Axg: - . - duwee Dado que las dos sucesiones de transpo-
siciones contienen el mismo numero de transposiciones, las dos
permutaciones son ambas pares o ambas impares y por lo tanto,
cada término del desarrollo del determinante tiene el mismo signo
ya sea que cl determinante se haya desarrollado por filas o por co-
lumnas. Con esto se completa la demostracion de la Propiedad B
y se justifica la equivalencia entre los desarvollos (v - 18) y (v - 19).
La Propiedad C puede demostrarse rdpidumenie valiéndose del
Teorema v -4 de la manera siguiente: Si se cambian dos columnas
de una matriz, cada permutacion de (v-18) cambia de clasc y
cada término del desarrollo cambin de signo. Para obtener el mis-
mo resultado cuando se cambian dos filas cualesquiera se pucde
aprovechar la Propiedad B y cl desarrollo por columnas.
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El teorema siguiente es una consecuencia inmediata (Ejercicio
12) de la Propiedad C y del Teorema v-6.

TEOREMA V = 7. Si en una matriz cuadrada dos lincas paralelas
son proporcionales, su determinante és igual a cero.

En las dos secciones siguientes, utilizaremos las propiedades y
teoremas anteriores para exponer métodos que simplifiquen la
tarea de desarrollar el determinante de cualquiera matriz cuadrada
dada.

EJERCICIOS

1. Valiéndose de {v-16) proponer desarrollos andlogos a (v-17) de (v-12)
respecto de los clementos de (a) su segunda fila; (b) su tercera fila; (c) su pri-
mera columna; (d) su tercera columna,

2. Proponer una ieatriz cuadrada de orden 3 que ilustre el Teorema v-5.

3. Dar un c¢jemplo de una matriz cuadrada de orden 2 con determinante
ccro y elementos difeventes de cero.

4. Indicar el determinante menor de cada clemento de (v-12) .

5. Indicar ¢l cofactor de cada ¢lemento de (v-12) .

6. Rcpetir el Ejercicio 1, empleando cofactores.

7. lndicar los cofaciores de cuda clemento del determinante de wna matriz
general de orden 4.

8. Demostrar ¢l Teorema v-6 directamente de (v-13) y de la Propiedad A.

9. Valiéndose del Teovema v-6, escribir los siguientes determinantes como
productos de fracciones y determinantes con elementos enteros:

i B Y 3L
AL

- 10. Demostrar que ¢l determinante de cualquiera matriz cnadrada que ticne
los clementos de una linca respectivamente proporcionales a los elementos co-
rrespondientes de una linea paralela a clla, puede expresarse como un mdltiplo
constante del determinanie de una matriz que tiene dos lineas paralelas idénticas.

11. Demosirar que una matriz que tienc dos lfneas paralelas idénticas ticne
determinante igual a cero.

12. Demosirar €l Teorcma v-7,

13. Demostrar que el cofactor de a,; es igual a su menor.

H4. Demostrar que el cofactor de g, €5 {— 1)’ veces su determinante menor.
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v+ 9 Desarrollo de los determinantes
15. Demostrar que el cofactor de a,, es (— 1)* veces su determinante

mecnor,

16. Dado el detcxminantc siguiente:

— e 2

1 2
-1 3
2 4
1 1

B G o= O

eseribirlo nuevamente de modo que sus elementos scan enteros ¥y que todos
los elermentos de la primera columna sean iguales a +- 1,

I7. Demosirar que

yr 1 x 1 » =
zx 1 oyli=|(1 y -
zy 1z 1 ¢ 2

18. Demostrar que g, 4\ + @z do 4+ -+ andox = 0
yque cuando j o6 k. g, Ay 4 apdi oo A @i = 0

V-9 DESARROLLO DE LOS DETERMI-
NANTES. Hemos definido explicitamente el desarrollo de un
determinante (Cap. v-7) respecto de la fila y estudiado sus pro-
piedades bdsicas (Cap. v-8). Hemos definido (Ejercicio 7, Cap.
v-7) el desarrollo de un determinante respecto de una columna
v demostrado que es idéntico con el desarrollo respecto de la fila
(Propiedad C, Cap. v - 8). Los desarrollos d¢ un determinante de
una matriz cuadrada por medio de determinantes menores de los
clementos de una fila dada (v - 18) o de una columna dada (v - 19)
son también idénticos con el desarrollo de un determinante respece
to de una fila. Por consiguicnte, podemos hablar de el desarrollo
de un determinante y buscar modos de reducir cl trabajo e desa-
srollar un determinante, ¢s decir, de enrcontrar el polinomio asocia-
do con cualquiera matriz cuadrada dada. Frecuentemente designa-
remos determinantes por esquemas tales como (v -20) con el objeto
de tener presente las filas y columnas de la mairiz del determi-
nante.

El desarrollo de un determinante de orden n, respecto de una
fila tiene n! términos,, en circunstancias de que el desarrollo de un
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determinante de orden n — 1 respecto de una fila tiene solamente
(n — 1)! términos. Por eso, consideraremos métodos para reempla-
zar un determinante de orden n por un determinante de orden n —
1, cambiando solamente la forma del desarrollo ¥y no su valor, ¢s
decir, el desarrollo del nuevo determinante de orden (n — 1) debe
ser idénticamente igual a aquel del determinante dado de orden n.
Por jemplo, si todos los clementos de una linea, con la excepcion de
uno de ellos, de la matriz de un determinante de orden n son igua-
les a cero, cste determinante puede reemplazarse por un determi-
nante de erden # — 1 mediante los desarrollos (v-18), (v-19).
Para n = 3, tenemos las relaciones

Gy d g

aw | |t’1|; 0 0
: %A
0 ax an)=ay =

Ay dpm daa
Ay G
0 ae an |y aw om

para elementos arbiwarios a,,. En esta seccidon consideraremos dos
teoremas que nos permitirin emplear los procedimientos mencio-
nados para el determinante de cualquicra matriz cuadrada,

El determinante que se designa por

a3 b e b a4+ Ol
(V - 20) an o a3
G Gan sz

puede desarrollarse (v - 17) respecto de los clementos de la primera
fila de su matriz conto sigue:

(@31 + bu) (anes — anfts) — (G2 + br)(@adn — axon)
+ (a3 4+ biy) (@21832 = anas).
Este desarrollo puede escribirse también en la forma

Oyy{Qosltyn — @uglas) — Qio(@uyltng — QuGa)) -+ (21820 — Tz041)
+ by — auayy) — bi(asyagy — dmagy) A+
bis(anaze — Qouttyy),

el que, s1 se compara con (v-17), s¢ ve que representa la suma de
dos determinantes. Esta suma puede designarse por

A G 43 bu b ba
(V-21) iy Oyp Oax|+|Gn Qo Goa|
Q3 Qi QG an O3 Oxn

En general, podemos usar el procedimiento citado y demostrar
(Ejercicio 1y .
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TEOREMA V - 8. 8i la j-ésima fila (o columna) de una matriz M
estd formada por elementos de la forma ay - by, cntonces el
determinante D de M satisface D = Dy <. Dy, en donde Dy y D,
son determinantes de matrices cuyos elementos son los mismos de
los de M con la excepeion de sus filas j-ésimas (o columnas) que
son, respectivamenie, los elementos a, 9 los by

Si b,, = kas, t = 1, ¢l Teorema v-8 tiene una aplicacién muy
atil. Por ejemplo, si by = ka., en (v-20), entonces (v-21) resulta
igual a

an Qi dig kay, kon fay
gy Qo G|+ | @ aGu  amle
Az (a2 (a3 ¢ 5} Qa2 Qaz

en donde el segundo determinante es cero, conforme al Teorema
v-7. Andlogamente, cualquier determinante de tercer orden per-
mancce invariable si s¢ suma a cada clemento de la primera fila
un multiplo constante fijo (positivo o negativo) del clemento co-
rrespondiente de la tercera [ila de su matriz. También podemos
demostrar que un multiplo constante fijo de los elementos de cual-
quiera fila de la matriz de un determinante de tercer orden puede
sumarse a los elementos correspondientes de cualquier otra fila sin
que el determinante varfe. Lo mismo se puede afirmar respecto de
las columnas de la matriz de un determinante de tercer orden (Ejer-
cicio 4) vy, en general (Ejercicio 5), para filas y columnas de la
matriz de cualquier determinante valiéndose de (v-18) y de
(v-19). Por consiguiente, tenemos:

TEoREMA Vv - 9. El determinanie de cualquicra mairiz cuadrada
permanece invariable si se suma a los elementos de cualquiera
tinea de la matriz, un multiplo constante fijo de los elementos
correspondientes de cualquivra linea paralela distinia.

Al aplicar el Teorema v-9, hay que tomar dos precauciones.
Primera, no se puede sumar % veces los elementos de una linea a
los elementos de la misma linea, ya que esto multiplicaria el deter-
minante por k 4 1 (Teorema v-6). Segundo, los nuevos elementos,
como @iy -+ kay, deben reemplazar a los clementos 4. S8i sc
usaran para recmplazar a los elementos a., el determinante que-

Y247(



Meserve / Conceptos fundamentales de Algebra
daria, en efecto, multiplicado por %. Tomadas estas precauciones,
el Teorema v-9 es extremadamente 1til para cambiar de forma
a un determinante, de modo que a lo sumo uno de los elementos de
alguna linea de su matriz sea diferente de cero. Luego (v-18) o
(v - 19) pueden usarse para expresar el determinante dado como
un namero constante de veces un determinante de orden inferior.
si @y = 1, entonces puede sustraerse a,, veces cada elemento de la
primera fila de Iz matriz del determinante del elemento correspon-
diente de la segunda fila, y de este modo a,, puede reemplazarse
por cero. Andlogamente, con la excepcién de a,, cada elemento de
la primera fila y cada elemento de la primera columna pueden
reemplazarse por cero (Ejercicio 7). Si algin ., satisface [as] = 1
cn cualquier determinante, entonces uno por medio de los ele-
mentos de la fila i-€sima y uno por medio de los elementos de In
columna j-¢sima pueden reemplazarse por cero. En general, el
determinante de cualquiera matriz cuadrada cuyos elementos son
numeros reales arbitrarios puede expresarse como el determinante
de una matriz que tenga a lo sumo un elemento diferente de cero
en cada fila y en cada columna (Ejercicio 16).
El determinante

2 5 7
(V-22) 4 3 2
2 4 5

puede desarrollarse, por medio de los principios citados, como
sigue: se puede sacar factor comtn 2 a la primera columna de la
matriz del determinante y multiplicar por 2 el determinante de la
nueva matriz (Teorema v-6), a la segunda fila se le puede sus-
traer ¢l doble de la tercera fila (Teorema v-9), y a Ia primera
fila se le puede sustraer la tercera. Lfectuando estos pasos en el
orden cstablecido, tenemos lo siguiente:

1 5 7 1 5 7 0 1 2
2(2 3 2(=2[0 -5 —-8|=2i0 —5 -—8i-
1 4 5 1 4 5 1 4 5

En seguida desarrollamos el determinante tltimo por medio de los
menores de los elementos de la primera columna de su matriz,
como en (v-19), y obtenemos

12| B
2-1‘_5 -—8]“2( $+10) = 4.
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Hemos empleado la terminologifa corriente “desarrollo de un
determinante” para designar el procedimiento mediante el cual se
obtiene el polinomio o nimero (es decir, el determinante) asocia-
do con cualquiera matriz cunadrada. Se suele denominar evaluacion
del determinante a su desarrollo cuando los elementos de la matriz
son numeros. En este sentido hemos evaluado el determinante de-
signado por (v-22) y hemos encontrado que tiene un valor 4,
es decir, el determinante es el polinomio 4.

Dado cualquier conjunto de clemento b,, b, . b, podemos
definir a

C:b.t "+“ f'sb.e + L + C}bm

como una combinacion lincel de los b, en que los ¢ son constantes
y por lo menos un ¢, s« 0. Luego el Teorema v -9 puede nmpliarse
(Ejercicio 20) y formularse asi: El determinante e cualquiera
matriz cuadrada permanece invariable si se suman a los elementos
de cualquiera linea de la matriz, cualquiera combinacién fija
lineal de los elementos correspondientes de las otras lineas para-
lelas, Se dara un ejemplo de este concepto y se insistird mds sobre
¢l en el Capitulo v- 13 al tratar la dependencia lineal.

Ahora podemos desarrollay determinantes de matrices cuadra-
das de orden z, siendo n cualquier entero positivo, por medio de
determinantes menores de los elementos de cualguiera linea. El
Teorema v - 9 puede aplicarse para reducir el nimero de términos
del desarrollo. Por eso, es a menudo ventajoso desarrollar un
determinante de orden » por medio de delerminantes de orden
k& < n que contengan elementos del determinante dado. 5i & = n
— 1, este desarrollo estd indicado en (v-18) y en (v-19). En el
Capitulo v- 10 consideraremos nuevos métodos para el caso en que
krm-—1,

EJERCICIOS

1. Demostrar ¢l Teorema v-8.

2. Dar un cjemplo del Teorema v-8 y comprobarlo, por medio de determi-
nantes de orden 2, con clementos numéricos.

3. Repetir el Ejercicio 2 para determinantes de ovden 3.

4. Demostrar que los clementos de cualquier columna de una matriz de
tercer orden pueden aumentarse o disminuirse en un miltiplo fijo constante de
los clementos correspondicntes de cualquiexr otra columna sin que varfe el deter-
minante de la matriz.
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5. Demostrar ¢f Feorema v-9,

6. Dar un ¢jomplo del Teorema v-9, valicndose de un determinante de
orden 3.

7. Escribir un determimmte de tercer orden que tenga a,, = — L'y [a,,] > 1
en cl caso en que a, 54 a,. Por medio del Teorema v-9, volver a escribir este
determinante de modo que a,, a,, 8, ¥ @, se recmplacen por cero,

8. Repetir ¢f Ejercicio 7 para un determinante de orden 4, reemplazando
por cero Jos elemencos a,, a,, a,, a4, a4, Y d,.

9. Evaluar los determinantes

1 2 3 2 4 6 2 5 7
1 4 3| 11 4 5 i3 h 6
1 & 4 1 2 3 7 6 &
[Respuestas: 4 2,0, — 6.}
10. Desarrotlar
1 0 0 0
a 1 0 0
b e 1 0
d e [ 1

i1, Formular y denostrar un teorema gencral para el desarrollo de determi-
nautes de matrices triangulares como aquella del Ejercicio 10, en lu que todos
los elcinentos yue se encuentvan arriba de la diagonal principal son iguales a cero.
12. TEvaluar

27 5 6

164 5]

2 3 4 2

3 21 4

15 Besarvolbar los determinantes

r y z 1 r v z 1
1 0.0 1 1 111 "
010 1/ 2 3 41
0 011 -1 2 5 1

1. Por medio del Algoritmo de Fuctides (Cap. 11-5) demostrar que cualquier
delerminante de segundo orden (v-10) con clementos cnteros puede escribirse
rcemplazando los elementos a,, y a,, por cero; es decir, cualquier determinante
de segundo orden con c¢lementos enteros puede escribirse de moda que a lo sumo
los elementos de la diagonal principal sean diferentes de cero. (Es suficiente
usar enteros o, en geaeral, elementos de un dominio de integridad) .
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15. Demostrar que si en el determinante de tercer orden {v-12) los clementos
son nimeros reales, ésie puede escribirse de modo que a lo sume Ios elementos de
la diagonal principal sean diferentes de cero.

i6. Scialar un procedimiento por medio del cual el determinante de cual-
quicra matriz cuadrada cuyos elementos sean mimeros reales arbitearios, pueda
expresarse como el determinante de una matriz tal que tenga a lo sumo Jus ele-
mentos de la diagonal principal de la nueva matriz, diferentes de cero.  Sirve €l
procedimiento dado para ¢l caso en que los elementos del determinante sean
clementos arbitrarios de cualquicy dominio de integridad dado en el sistema de
numeros complejos?

17. Lvaluar

B Q) e BD
R = B
B = o DY e
A b b b
3 B3 = B

[Respuessia: - 16
18, Expresar ¢l siguiente deierminante como suma de dos determinantes cle
tercer orden:

r4a y+b 2+e¢
1 2 3 |-
4 1 2

19, JExpresar la suma siguiente de dos determinantes como un solo determi-
nanic de fercer orden:

5 —6 7 1 7 =5
1 2 3| + i 2 3
1 11 ¥ 1 1

20. Dcmostrar que se puede sumar a los elementos de cualgeiora lineg de
uni matriz cuadrady, cualquiera combinacion lineal fija de los clementos corres-
pondientes de las otras filas paralelas, sin que varie el determmante de la
matriz,

21, Demostrar que

i n T?
1 r: 43| = (xa — o) {rs = o)z — &)
b -T:z;

22. Ampliar el Ejercicio 21 para demostrar que para cualquicr entcro &, el
determinante de Vandermonde
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1 @ oz ... 2

L ox A s T

1 oo 2 -on 2t
= (2 — T){Tx — 22) wve (Zp—2pi)
(Fxma — 2){Zaet = &2}« - - {Brmt — Tacd)

. I(x; ~ 1) (23 = 2)
{Ie e Jh).

V.10 DETERMINANTES MENORES.
Hemos establecido una ordenacién cuadrada tal como (v - 2) una
matriz cuadrada, hemos asociado un determinante con cada matriz
cuadrada y definido (Cap. v - 8) el menor de un elemento de una
matriz de orden 7 como el determinante de orden »n - 1 que se
obtiene tachando la fila y la columna correspondientes al elemento.
Ampliaremos esta definicidn como sigue: Dada cualquiera matriz
de orden n, la matriz que se obtiene tachando r filas cualesquiera
y 7 columnas cualesquiera de la matriz dada (r < n) tiene un de-
terminante de orden n — » que se lama el menor de orden 7-ésimo
de la matriz dada. Por eso, el menor de cualquier elemento ay, de
una matriz es el primer menor de la matriz. El determinante que
resulta en (v - 23) tachando Ia primera y segunda columnas, la
segunda y cuarta filas es

(V-28)

y se denomina el segundo menor de la matriz dada de cuarto orden,

Dada una matriz de orden n, podemos obtener un menor r-ésimo
ya sea tachundo r filas y r columnas o eligiendo en su orden natu-
ral n — 7 filas y 7 — r columnas con cuyos elementos se formari
el determinante menor en cuestién., Por ¢jemplo, el menor de a,
en una matriz de tercer orden pucde oblenerse tachando la pri-
mera fila y la primera columna o eligiendo los elementos que se
encuentran en la segunda o tercera filas y en la segunda o tercera
columnas. Por esos, al contar los primeros menores de una matriz
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de tercer orden, podemos decir que hay un menor asociado con
cada uno de los 8" elementos de la matriz, o bien podemos calcular
Ch = (3 - 2)/2 = 3 el mimero de maneras de elegir dos filas de
entre tres y también el nimero de maneras de elegir dos columnas
de entre tres, de donde, lo mismo que anteriormente, resulian
(C’.) = 9 menores primeros de una matriz de tercer orden. En
general (Ejercicio 1), hay (C"...}’ menores r-ésimos de una matriz
de orden n-¢simo, en que G, = nf/[(n — ) lyn! =1+-2 .3
L

Cuando las filas y columnas que se han empleado en formar
un menor M, son precisamente aguellas que sobraron al formar un
menor M;, los dos menores M,, y M, se denominan menores com-
plementarios. Por ejemplo,

a wzz\ y an au\
dap Q42 3 Oun

son menores complementarios de la matriz de (v-28). El comple-
mento algebraico de un menor de una matriz es igual a su menor
complementario multiplicado por (—1)?, en que p es la suma de
los indices de las filas y columnas empleadas en la formacién del
menor (Ejercicios 836 y Bibliografia N° 9; pags. 23-24) . Dado que
la suma de todos los indices de fila y de columna de cualquiera
matriz cuadrada de orden n es un nimero par n(n ~— 1), podemos
clegir en cambio a p como la suma de los Indices de las filas y
columnas tachadas. Por consiguiente, el complemento algebraico
de un menor corresponde al cofactor de un elemento. En particu-
lar, dado que un menor de orden (n — 1) es un solo elemento, el
complemento algebraico de cualquier elemento de una matriz ¢s su
cofactor.

El determinante de cualquiera matriz puede obtenerse eligiendo
cualquiera fila de la matriz, multiplicando todos los elementos de
esa fila por su complemento algebraico, y efectuando la suma de
estos productos, como en (v-18). Este procedimiento puede tam-
bién usarse respecto de cualquiera columna de )a matriz, como en
(v-19) . Estos desarrollos por medio de menores de orden (n — 1)
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de todos los elementos de una linea de la matriz son casos especiales
del siguiente teorema:

TFOREMA V- 10, PESARROLLO DE LAPLAGCE. Sise
selrccronan v lineas pavalelas cualesquiera de una matriz M y se
forman todos los menores correspondientes a los elementos de
las r lincas paralelas, el determinante de M es igual a la suma
de los productos de estos menores por su complemento algebraico.

Esbozaremos la demostracién del Teorema v-10, dejando la
mayoria de los detalles para que el lector los complete como ejer-
cicio (Ljercicio 20) o valiéndose de un texto mas detallado sobre
matrices y determinauntes, tal como el N? 16 de la Bibliogralia;
pags. 20-22. En resumen, hay que demostrar que cada término del
determinante se presenta exactamente una vez con ¢l signo ade-
cuado en ¢l desarrolio de Laplace y que no figuran otros términos.
Los términos del desarrollo respecto de una {ila de un determi-
nantc (Cap. v-7) son los productos que se obticnen tomando un
factor y s6lo uno de cada fila y columna de la matriz del determi-
nante. En consecuencia, cada término del determinante de una
matriz de orden n tiene n factores, Supondremos que los elementos
de la matriz pertenecen a un anilio en el que Ja multiplicacién es
conmutativa. Luego los n! términos del determinante son indepen:
dientes de las permutaciones de las filas y columnas, es decir, se
puede demostrar que cada término aparcce una y solo una vez, sea
que el desarrollo se haya efectuado por medio de los menores de
orden (n — 1) o de los menores de orden 7, en que 0 < v < 7
Finalmente, ¢l método empleado en el Ejercicio 6 puede ampliarse
para demostrar que el signo del iérmino es independiente del m¢é-
todo de desarrollo.

Como se seiialé anteriormente, los desarrollos (v-18) y (v-19)
son casos especinles de este teorema siendo r = 1. El ejemplo si-
guiente ilustra el teorema para los casos en que v = 2, n = 4,y
en que se han clegido las dos primeras {filas.

Este procedimiento es mucho mis 1til si varios mcnores de las
filas r de la macriz correspondiente son iguales a cero, coma en
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Q Giz Q3 Gu

g1 G2 C23 Gu (¢313 ﬂznl l a; g gz Qs
a; 4Gy Gn 4 Ga Qgs  Qaq o)  os Qe Gy
s Qg Gaz GQu

i Qu (415 3 311 [¢43 2V O F] Qz1 G

an Qo Q2 A3 a2 Qs Q1 a4

Gz Gy Gz @gs| _ |G G| |Gm Gaz

Az O g Q4 Qg3 Qn aq sz

(v -24), donde se ha elegido la primera y segunda filas y » = 2
(Ejercicio 9).

1200
(V -24) 2 X0 .l
123 4
4321

Fl Teorema v- 10 también es importante porque puede usarse
para demostrar ¢l Teorema v - 11 referente a productos de matrices
cnadradas. El mismo procedimiento puede usarse para dos matri-
ces cualesquiera tales que el nimero de columnas de la primera
matriz sea igual al nimero de filas de la segunda matriz, La multi-
plicacién de matrices es sumamente importante en las teorfas ma-
tematicas. Consideraremos vatias aplicaciones de este procedimiento
en el Capfrulo v-15.

Definiremos primero el producto interno de dos n-tuplos orde-
nados tales como

V = a, @2 Gz, ... ; Cny
Wo=>bybybs...,0a

como la suma de los productos de los elementos correspondientes,

Glbl 4 agb-z =+ a;b; M ﬂ.,,bﬂ.

En seguida definiremos el producto de las malrices cuadradas M =
[21,] ¥ N = [by] de orden n como una matriz cuadrada [¢,] de or-
den n, en donde ¢, cs el producto interno del conjunto de clemen-
tos de la é-ésima fila de M y del conjunto de elementos de la 7-¢si-
ma columna de N, es decir,

cij = aubi; + Qisbe; + @by ++ + - + Qinbay
y2a5¢(
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Al estudiar las transformaciones geométricas en el Cap. v-15 s¢ evi-
denciara la importancia de esta definicién. Esta importancia se debe
en parte a la propiedad que se establece en el siguiente teorema:

TEOREMA V - 11. El determinante del producto de dos matrices
es igual al producto de sus determinantes,

Por cjemplo, puede obtenerse la iguatdad siguiente de la defini-
cién precedente y del Teorema v-11:

ay Qi
(g OG22

anby + aubn  @nbp + aubn|
anbu + awbs  @ube + axnbe

bu bvzl:
by ba

Esta igualdad puede verificarse ficilmente por medio de los polino-
mios (determinantes) que resultan de los esquemas. También,
segin el Teorema v- 10, el producto anterior es igual al determi-
nante

1 a2 0O 0

Un ae 0 O
D b l 0 bll blz

0 =1 b‘u bzz

Segun ¢l Teorema v-9, cada elemento de la tercera columna de la
matriz de D puede reemplazarse por el mismo mis b, veces ¢l ele-
mento correspondiente de la primera columna mis b, veces cl
elemento correspondiente de la segunda columna. Amilogamente,
la cuarta columna puede reemplazarse por ella misma mds b, veces
la primera columna mds b, veces la segunda columna. Luego tene-
mos una nueva matriz con el mismo determinante D:

an G Quby + apba  aubis + Gibs
(11 as  agbn A anby anbiz -+ @b

-1 0 0 0 '
o -1 0 0

y segiin el Teorem: v- 10, este determinante es igual a
aubis 4 apby  aube + b

anby + by anbe + Gabs
Y256¢
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Valiéndonos de los Teoremas v-9 y v-10 hemos demostrado el
Tecarema v - 11 para el caso especial de dos matrices de orden dos.
En general, dadas dos matrices cuadradas de orden n, como [a.]
¥ [0«], podemeos valernos del Teorema v - 10 para escribir

_ . ian| l
lag| - 6] F lb:,]

en que 0 es el determinante de una matriz cuadrada de orden n
cuyos elementos son todos iguales a cero y F cs el determinante de
una matriz cuadrada de orden z en que los elementos de la diagonal
principal son todos iguales a —1 y todos sus otros clementos iguales
a cero, Luego, segtin ¢l Teorema v - 9, la columna de orden (n 4~ 1)
de Ia matriz de este determinante puede reemplazarse por si misma
mas b, veces la primera columna mds b, veces la segunda colum-
na mds ... mas b, veces la n-¢sima columna. Andlogamente, las
columnas de orden (n 4 1), (n 4 2), ... y (2n) se reemplazan cada
una por ellas mismas mds multiplos de las primeras n columnas.
La nueva matriz tiene ¢l mismo determinante que anteriormente,
conforme al Teorcma v-9, y, como en el caso especial citado ante-
riormente, ese determinante tiene la forma que el Teorema v-10
(Ejercicio 21} exige,

La importancia de los Teoremas v-9, v-10, y v- 11 se pondri
en evidencia en los ejercicios siguientes y en las seccrones que
siguen de este capitulo. Hemos sefialado los procedimientos que
se uitlizan en las demostraciones de estos teoremas. Las demostra-
ciones detalladas se dan como ejercicios y pueden consultarse en
la mayorfa de los textos sobre matrices y determinantes.

El concepto de un menor de una mairiz se aplica de la siguiente
manera: Dada cualquiera matriz 4 de m filas y n columnas (v~ 1),
pueden obtenerse inatrices cuadradas de orden »(r = m, 2) cli-
giendo los elementos de r filas cualesquiera y r columnas de Ia
matriz 4. Estas matrices s¢ denominan menores de orden r de la
matriz A. La caracteristica de la matriz 4 es el mayor entero r tal
que A4 tenga un menor de orden r con determinante no nulo, es
decir, existe un menor de orden r de la matriz 4 con determinante
no nule y todo menor de A4 de orden {r 4 1) tiene un determi-
nante igual a cero. Por ejemplo, cada una de las matrices siguien-
tes tiene caracteristica dos:
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111
[;g] i 2 3
2 2 2

En el Ejercicio 17 se trata un procedimiento sistemdtico para deter-
minar la caracterfistica de cualquiera matriz,

Dejaremos ahora el estudio de la teorfa de los determinantes y
matrices y consideraremos algunas de sus aplicaciones; encontra-
remos aqui que el concepto de caracteristica de una matriz es por
demis util. La mayoria de las aplicaciones se trataran sin entrar a
desarrollar temas que corrientemente se estudian en dlgebra (college
algebra) y en geometria analitica. En el resto de este texto se usa-
ran sistemas de coordenadas ortogonales cartesianas a menos que
se especifique expresamente lo contrario.

KFJERGCICIOS

1. Demostrar que existen (€",_ F menoies (e orden » de una matriz de
oyden n,

2 Eacribir los menores de orden dos de una matriz de tercer orden.

3. Por medio de {v-18) y dudo que segdn el Teorema v-8 cl determinante
de (v-2) puede designarse por

Qi 0 4] I | 0 Qg Gz v+ G1a
G Guz Ozs .. Oz2n s gy Oy gy ..o @2n

. - v . . = = . . .

Qar fn2 Gas . .- Gan oy @ut dp3 v v Onn

demudstrese que el complemento algebraico (cofactor) e «,, cs igual 2 su menor,
4. Valiendose de la Propiedad C y del Fjercicio 3, demostrar que el comple.
mento algebraico de cualquier elemento 2, ¢s (— 1) *7 veces su menor.
5. Amphiar lus resultados de los Ejercicios 3 y 4 para demostrar que el com-
plemento algebraico de

G e I
an  Quz

¢s igual a1 su menor.
6. Demostrar que ¢l complemento algebraico de cualquier menor de segundo

orden

ey Gry

e Chiu

e§ (— 1)yr+erf e veees su menor,
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7. Repetir el Ejercicio 10, Cap, v-9, empleando menores de scgundo orden
con Ia texcera y cuarta filas de la matriz corvespondiente,

8. Repetir ¢l Ejercicie 10, Cap. v-%, cmpleando menores de segundo orden
con Ia tercera y cuarta columnas.

9. Desarvollar (v-24) mediante menores de segundo orden con las primeras
dos filas de su matriz,

10, Se Hama menor frrincipal €l determinante menoy que resulta al tachar
filas y columnas de igual indice (por cjemplo, primera y tercera filas, primera y
tercera columnas) . oCudntos menores principales de segundo orden hay en una
matriz de orden n?

11, Escribir todos los menores principales de segundo orden de la matriz del
determinante del Ejexcicio 17, Cap. v-9.

12. Repetir el Ejercicio 17, Cap. v-9, con los menores de tercer orden usando
la primera, segunda y tercera filas de la matriz correspondiente.

13. Escribir los 18 pares de menorcs de segundo orden de la matriz de un
determjnante general de cuarte orden (v-23),

14, Escribir cinco matrices cuadradas de tres filas y tres columnas con cles
mentos numeéricos, Determinar la caracterdstica de cada matriz,

15. Escribir una matriz de evatre filas y cinco colummas y determinar su
caracterfstica.

k6. Demostrar que la caracterfstica de una matriz no varfs si se efectian las
siguientes transformaciones elementales: intercambio de dos lineas paralelas,
maltiplicacién de today los elementos de una linea por wna constante diferente
de cero, sumar u los elementos de una linea dog maltiplos de los elementos corres-
peadicntes de otra linea paralela.

17. B¢ dice que una wmatriz [6,,] se encuentra en su forma normal cuando
Gy, == 0 para j = k y si para algiin entero 5, a,, 4 0 para j§ = 5 e, =0 para
§ > s lHustrar mediante las siguientes tnatrices cémo puede recemplazarse cual-
quiera matriz por una matriz en su ferma normal por medio de transformaciones
elementales:

L 2 3 © ¥ #nRF
x B 8 T < B T
112 14 w6l |3 6 5 4
5 6 8 10 2 -2 7 5

18.  Repetir los Ejercicios 14 y 15, empleando el método del Ejercicio 17,
19. Expresar en una sola matriz los productos siguientes:

(a) a b ¢ I 0 0
' d e f- 0 L 0p
111 -1 =1 1
£ 0 0 [« 0 0
() a y 0-)0 y 0]

0 01 ¢ d ¢
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20, Dar una demostracion completa del Teorema v-10.
21. Huacer una demostracién completa del Teorema v-11.

V-il REGLA DE CRAMER. EnelCapitulov-1

encontramos gue el sistema de ecuaciones
(V ~ 25} G;:b' + bl.y ey 61,
agt + by = €2
tiene una solucién tnica si y sélo si el determinante

ay bl l

Dzaebz

de los coeficientes es diferente de cero. Aun mais, si D £ 0, la solu-
cién es x — D,/D, y = Dy/D, en que D, se obtiene reemplazando
en D los cocficientes de x por los términos constantes y D, se ob-
tiene anilogamente reemplazando los coeficientes de y por los tér-
minos constantes, €s decir,

& bl =
b= |Cz ! Y D A

ba

[+ 1 CI|'

Una ecuacién lineal tal como x + 3y — 5z = 0, cuyo término
constante es cero y cada término de la izquierda es de primer gra-
do, se denomina ecuacidn lineal homogénea. Si una ecuacion lineal
tiene un término constante diferente de cero, se denomina ccua-
cidn lineal no homogénea. El método anterior de resolver dos
ccuaciones lineales en dos variables puede ampliarse (Teorema
v-12) para incluir sistemas de ecnaciones lincales ¢n n variables.
Puede aplicarse a sistemas arbitrarios de ecuaciones lineales homo-
géneas y a sistemas de ecuaciones lineales no homogéneas (Cap.
v-12).
Demostraremos que para n = 3, el sistema

at bly 4 gz = dl,
(V-26) @z + bay + e = dy,
QT -+ by + o = dy

tiene una sofucién tnica x = D,/D,y = D,/D, z = D,/D si y sdlo
si ¢l determinante de los coeficientes
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a b ¢
D=(a b c|=0,
as b.i Cy

y en que D, resulta de D) reemplazando los a,, respectivamente, por
los términos constantes d;; y D, y D, resultan anilogamente al
reemplazar los &, y los ¢, por los d,. Por ejemplo, dado el sistema
de ecuaciones

z+ y+2z=3,
z— y+ z=2,
x+2y—5z2=17,

podemos evaluar el determinante de los coeficientes

1 1 2
D=l -1 lj=21
3 2 -5

y dado que D =£ 0, podemos expresar la 1inica solucidn del sistema
como sigue:

b) 1 2
I—-—‘gi'fz —1 1“___%%=175.’
7 2 -3
1 5 2
y=+4ri1 2 1|=%%
3 7 -5
1 1 &
3=§’I1 -1 2=‘1}g‘?‘
3 2 7

En general, para cualquier sistema (v - 26}, podemos considerar
A, el cofactor de a, (Cap. v-8) en el determinante de los cocfi-
cientes, multiplicar ambos miembros de la primera ecuacion por
A,, multiplicar ambos miembros de la segunda ecuacién por 4,
multiplicar ambos miembros de lu tercera ecuacién por 4, y sumar
las ecuaciones que resultan para obtener Dx == Dy, ya que segun
(v-19) y el Ejercicio 18, Capitulo v-8, tenemos

@A)+ sz + ady = D,
bidrt beda 4 beds=0,
gAi+ e+ aA; =0,
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y por definicién d.A, + d, 4. + d.4. = D, Anilogamente, pode-
mos resolver (v - 26) para y, z, empleando los cofactores de sus
cocficientes. Finalmente, para cualquier sistema de n ecuaciones
lincales en n variables

anTy + Gt - -+ G, = by,
anTy -t Gty + ¢« A+ Gata = by,

.

any Ty + QnsZa + .- + Qpnly = bu,

podemos nrultiplicar ambos miembros de la j-ésima ecuacién por
el cofactor 4, de a, siendo § = 1, 2, ..., n, sumar las ecuaciones
que resultan y obtencr Dx, == D,. Antlogamente (Ejercicio 7), por
medio de los cofactores 4,, podemos obtener Dx, — D,, y, en ge-
neral, 4., sc usa para obtener Dx, — D,. Por consiguiente, tenemos

TEOREMA V- 12. REGLA DE CRAMER. Un sistema de
n ccnaciones lineales en n variables

LT + Xy + -« + A ypXp = b:; (J = M5 s n)

itene una solucion dnica x, = DL }D, en que D £ ¢ as el deier-
minante de los coeficientes y Dy (k = 1, 2, ..., n) resulta de D
al reemplazar los cocficientes de x, por los términos constanies.

También se puede considerar que este teorema proporciona una
condicidn suficiente para que las n ecuaciones lineales en » varia-
bles sean consistentes, es decir, tengan por lo menos una solucion
comun. Aplicando el concepto de la caracteristica de una matriz
(Cap. v-10), podemos decir que dos ecuaciones lineales en dos
variables (v-25) son consistentes y tienen una solucién comun
unica si la matriz de los coeficientes tiene caracteristica dos. And-
logamente, tres ecuaciones lineales en tres variables (v-26) son
consistentes y tienen una solucién comun unica si la matriz de los
coeficientes tiene caracterfstica tres. En general, n ecuaciones linea-
les en n variables son consistentes y ticnen una solucién comun
ynica si la matriz de los coeficientes tiene caracteristica n,
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Si la caracteristica de la matriz de los coelicientes no es igual
a n, el sistema puede ser inconsistente, como por ejemplo,

z+y=1,
r4+y=2,

o el sistema puede ser consistente, pero mo tencr una solucion
tinica. Consideradas graficamente, las dos rectas

T+ y= ]'
20+ 2y =2

coinciden, los tres planos (v -26) pueden tener una linea en comin
o pueden coincidir, En consecuencia, la condicion citada es sufi-
ciente para demostrar la consistencia, pero no necesaria. En el Cap.
v-12 se ofrecerd un criterio exacto (Teorema v-13) de consisten-
cia para cualquier sistema finito de m ecuaciones lincales cn n
variables,

EJERCICIOS

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones, por medio de la Regla de

Cramer.
l. =2y =3, 3. 8z ~ 4y 4 22 =11,
2r— y=35. T A4y — gz = 12,

5z -+ 2y + 3z = 10,
i T2y~ z=1,
z4+ ¥ = §,
dz=- y+22=1. d.z4y+ 24+ w=35
r—y 4+ 3w = 2,
y—2c— w=4d,
z=y+ z- w=7,

5. Demostrar fa Regla de Gramer para ¢l sistema (v-23) , como se hizo en el
Capitulo v-1, multiplicando cada ecuacién por el complemento algehvaico (en Ia
matriz de los coeficientes) del coeficiente x, = x, sumando las ecuaciones ¥ resol-
viendo respecto de x,. Repetir el procedimiento para las demds variables.

6. Repetir el Ejercicio 5 para (v-26) .

7. Hacer una demostracién general del Teorema v-12 por medio de} métode
Jel Ejercicio 5,
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V.12 SISTEMAS DE ECUACIONES LI-
NEALES. EnelCap. v-1l consideramos sistemas de n ecua-
ciones lincales en n variables en que el determinante de los cocfi-
cientes era diferente de cero. Consideraremos ahora sistemas arbi-
trarios finitos de¢ ecuaciones lineales, Dado wun sistema de m
ecuaciones lineales en n variables

anty + GuTy + 0 -4 @aTa = by,

anZy + anty + - Goata = by,

anty & Gu%e ;- -+ Ggata = by,
(V-27) .

A Ty ¢ Gz 4+ ¢ ¢+ AT = D,

defliniremos 1a mairiz de los coeficientes del sistema como:

ap s ... A
@n  dpz ... s
as 32 «s e Ogn
Xy Am2 ... QOmn

y a la mairiz ampliada del sistema como:

an (45T er. Qin bl
(1531 (150 P . 1S bz
ay Gy ... Gan b3 |
Ami Awr .. Tmn bm

Ln el sistema (v-25) la matriz y la matriz ampliada son
@y bl y a, bl C;]
!
a by 2 by
respectivamente.

La caracteristica de una matriz ampliada de un sistema es siem-
pre por lo menos igual a la caracteristica de la matriz de los coefi-
cientes, dado que todo menor de Ia matriz de los coeficientes es tam-
bién un menor de la matriz ampliada. En sistemas de n ecuaciones
de n variables (Cap. v-11) si la caracteristica de la matriz de los
coeficientes es n, entonces la caracteristica de la matriz ampliada
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debe ser también n (ya que la matriz ampliada tiene solamente
n filas), y por consiguiente, de acuerdo con las condiciones estable-
cidas por el Teorema v - 12, las dos matrices deben tener la misma
caracteristica. En general, se tiene

TEOREMA V - [3. TEOREMA FUNDAMENTAL DE 1OS SISTLMAS DE
ECUACIONES LINEALES. Una condicion necesaria y suficiente para
que un sisiema de ecuaciones lineales sea consistente es que la
matriz de los coeficientes tenga la misma caracteristica que la
matriz ampliada.

El Teorema v- 13 y el siguiente Teorema v- 14, se demuestran
en (Bibliograffa N? 9) y en otros textos sobre determinantes y
matrices. Los adoptaremos sin demostracidn y nos dedicaremos
principalmente a sus aplicaciones. Dado que un conjunto de ecua-
ciones lineales en n variables es consistente si y solo si los hiper.
planos correspondientes (n > 8), planos (n = 3), o Hneas (n =
2) que representan ticnen por lo menos un punto en comun, hare-
mos uso frecuentemente de las aplicaciones geométricas de estos
teoremas (Ejercicios 6, 7 y 8).

TEOREMA V - 14. 8¢ en un sistema de ecuaciones lineales en n
variables, la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada tie-
nen la misma caracteristica 7, entonces se pueden atribuir valo-
res arbitrarios dados a n — r variables y lus variables restanies
quedardn asi univocamente determinadas.

Este teorema establece esencialmente que la solucion general de
un sistema de ccuaciones lineales en que ambas matrices tienen ca.
racteristica v, contiene n — r pardmetros. También puede demos-
trarse (Ejercicio 12) que la solucidén general es lineal en estos pa-
rdmetros. Por lo tanto las 7 — r variables elegidas como parime-
tros deben ser tales que la matriz de los coeficientes de las demds
variables tenga caracteristica r.

Dado el sistema de ecuaciones

b o y=2l
/A y=4!
2r + 2y = 4,
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la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada tienen caracte-
ristica dos. Luego el sistema tiene una solucién unica (ya que
tambi¢n 7 = 2), x = 3 e y == 1. El sistema

rt+y=235,
Ttry=2

tiene Ja matriz ampliada de caracteristica dos, mientras que la ma.
triz de los coeficientes tiene caracterfstica uno. En consecuencia
este sistema c¢s inconsistente, es decir, no existe un par de nume-
ros que satistagan ambas ecuaciones. Las rectas representadas por
este sistema de ecuaciones son paralelas y distintas. Finalmente,
las dos matrices del sistema

zt+ y= l’
Dr+2y=2
tienen caracteristica uno, el sistema es consistente, las dos rectas
representadas cainciden, el valor de una de las variables puede ele-
girse arbitrariamente (Teorcma v - 14), y la solucién general pue-
de designarse por x = ¢ ¢ y == 1 — ¢ por medio del parimetro c.
Consideremos ahora el ejemplo siguiente en que n — 3. El sis-
tema de ecuaciones

z —z=1,
r+y =2,
y+te=1

ticne la matriz de los coeficientes de caracteristica dos y la matriz
ampliada de caracteristica dos. Dado que n == 8 y r = 2, una de
las variables (en este caso una cualquiera) puede usarse como pa-
rametro. Si s¢ elige z como parametro, cl sistema resulta

r=1+4+2z
zt+y=2,
y=1—z

Ya que la segunda ecuacién es la suma de las otras dos, puede des-
cartarse. Las dos ecuaciones restantes junto con z = z designan a las
tres variables del sistema dado en funcién del pardmetro z. A cada
valor de z corresponden valores Unicos de las variables x e y. To-
dos los puntos de la recta x — 1 = 1 — y = z satisfacen el siste-
ma dado,
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Los ejemplos citados ilustran algunas de las aplicaciones de los
Teoremas v+ 18 y v-14. Se consideraridn mis aplicaciones en los
ejercicios siguientes y en las tres secciones que quedan de cste ca-
pitulo.

EJERCICIOS

1. Dempstrar que todo sistemu de ecuaciones homogéneas hincales es con-
sistente.

2. Demostyar que si un sistema de ccuaciones lineales humogincas tiene una
solucién tnica, entonces esta solucibn es x, = x, = x, = ... = x, = 0.

3. Demwostrar que cualguicr sistema finito de ecuaciones lineades en m varia-
bles ticne una sofucién wnica si y solo si las caracteristicas de 1a matriz ampliada
y de la matriz de los cocficientes son ambas iguales a =,

4. En {v-27) suponer que por lo menos un b, & O y demostrar que a) si
m — n, ¢l determinante no nulo de la matriz de Jos coeficicntes ¢s una solucién
suficiente; b) si m = n 4 1, la condicin nccesaria para obtener una solucién
cs que ¢l determinante de Ja matriz ampliada sea nulo.

5. Encontrar la caracteristica de 1a matriz de los coeficientes, la caracteristica
de la matriz ampliada, y todas 1as soluciones (si fuera necesario, por medio de
pardmetros) de cada uno de los siguientes sistemas de ccuaciones:

(a) 2z + 3y = 6, M z+y+z=2
t= y=b. z—y+tz=1,
() x4+ 3y =3, y =L
2z -+ 6y = 1. (@ z+y+z2=23
(c) 3z + 5y =2, z—ytez=1,
6z + 10y = 4. K e
@) r+y=3 h) z+y+2=2
r—y =1, zr—y+z=1,
22 by =5, Y = J.
22—y = 3. (i) x =1,
() =z —z=1, -ty =2
4y =2 ytz=2
+z=1

6. Considerar los sistemas de rectas representados por los sistemas de ecuacio-
nes del Ejercicio 5, desde a} hasta d} e indicar qué sistemas a) sc cortan en un
punto Gnico; b) representan rectas coincidentes; c¢) mo tienen ningiin punto
comuin.

7. Considerar los sistemas de planos representados por los sistemas de ecua-
cignes del chrcicio 5, letras €) hasta i) c indicar qué sistemas a} se cortan en un
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punto tnico; b) se cortan en una sola yecta; ¢) coinciden; d) no tienen ningiin
punto comtin,

8. Comparar los resultados de fos Efercicios 6 y 7 con aquellos del Ejercicio 5
¥ discutir la importancia geométrica del Teorema v-14.

% Demostrarquesim =1n — 1, b, = b, =... =050, =0, y la matriz de
los coeficientes de {v-27) tiene caracterfstica # — I, las razones entre las varia-
bles son

Tl M - 'Ie=Al:"A2:A3:"':(""I)“_IAm

donde 4, cs ¢l detcrminante que resulta al tachar la j-¢sima columna en [a matriz
de los coeficientes (ver Bibliografia N©® 16; pags. 41-42) .

10.  Aplicar los resultados del Ejercicio 9 a los sistemas siguientes de ecua-
clones:

(a) z4+y-—-2=0, (b) 22 — 8y f 2z =0,
T—y+4 =0 x=3y+2z=0.

11, Compavar con ¢l Teorema v-14, los vesultados obtenidos en ¢l Ejercicio
13 Dar 1z solucién completa de cada sistema del Ejercicio 10,

12, Demostrar que la solucién general del Teorema v-14 es lincal en los
n — r parimetros.

V.13 DEPENDENCIA LINEAL. EnelCa
pitulo v-9 se determind que 6,b: 4 &b, + ... } by (en que los
b son elementos cualesquiera y los ¢ son constantes no todos igua-
les a cero), ern una combinacién lineal de los elementos b. Este
concepto se usé (Ejercicio 20, Cap. v-9) para reemplazar cada ele-
mento, como ser 4., de una linea de la matriz de un determinante
por sf mismo mds una combinacién lineal de los elementos corres-
pondientes de las demds lineas paralelas, por ejemplo,

("‘28) @y + Collyy + Colly; = . + Culln g,y (_f — 1, 2, vasny n),

esto es, para todos los elementos ay, de la primera fila. Por ¢jemplo,
dado el determinante

1 2 3
3 2 =2
-1 =6 1

podemos veemplazar los elementos a:; de la primera fila de st ma-
triz por a,, + 2a,, 4 ay (j = 1, 2, 8) y obtenemos
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6 0 0
3 2 =2
-1 -8 1

sin que el determinante varfe (Teorema v-9). Andlogamente, si
reemplazamos los elementos a,, de la primera columna de la
matriz de

] I U | G 9
4 -3 0 -1
= 7 3 5
3 6 -3 3

por as + 3au + 2a4 -~ 5a,, obtenemos

1 11 6 9

0 -3 0 -1

o 7 3

0 6 -3 3
En cada uno de estos cjemplos hemos empleado relaciones and-
logas a (v-28) no solamente para un solo conjunto de nimexos
sino para varios conjuntos de nimeros correspondientes. Xn el se-
gundo ejemplo usamos esta relacién para los cuatro conjuntos de
ntmeros correspondientes as;, @y, @y, @ (f = 1, 2, 3, 4), es decir

an + 3 -+ 2a;5 ~ 5{1",
@21 + 302+ 2003 — Sag,
a1 + 3as: + 2a5 — Sas,
[4 %51 + 33;2 + 2{143 — 5&;.

En consecuencia hemos considerado la misma combinacién lineal
para cada uno de los cuatro conjuntos de elementos correspon-
dientes.

En seguida, ampliaremos el concepto de combinacién lineal a
aquél de dependencia lineal. Se dice que los tres conjuntos de cua-
tro numeros cada uno:

9.‘-:, Ta, xi, ZLay
(V~29’) th, Y Yy Yu

21, 2, #3 R4y

son dependientes linealmente si existen constantes a, b, €, no todas
iguales a cero tales que
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axy 4+ by, ¢z, =0, (j=1,2238,4)

De aqui que los tres conjuntos de ntmeros (v-29) sean.depen-
dientes linealmente si y sélo si el sistema de ecuaciones lineales
homogéneas

az; -+ by +- ¢z = 0,
axs 4 by + c2: = 0,
axs - bys +cz3 =0,
awe b+ ez =0,

(donde xy, y,, z; son dados y en que hay que determinar las cons-
tantes a, &, ¢) tiene una solucién donde por lo menos una de las
constantes sea diferente de cero. En consecuencia, segin el Teo-
rema v -14 y el Ejercicio 2, Cap. v-12, los tres conjuntos de nime-
ros (v-20) son dependientes linealmente si y sélo si la mairiz de
los coeficientes

Iy W 23

T2 Y 2z Ty I Xz Iy
= 0 1 Ya 4

Ti Wz Zs f :" ‘EJ 24

Ts Ys 2 e R

tiene caracteristica menor que tres, es decir, todo determinante de
tercer orden de¢ la matriz es nulo,
En general, se dice que m conjuntos

(V'go) 15, Qazy vuns a,., (}b o) 1, 2, ) m)

de n elementos son dependientes linealmente si y sélo si existen
CONSLAntes ¢, ¢, €, « , Cn NO todas nulas tales que :

aay + Gyt o+ Cnlim = 0,
Cisy + Caltps + - Cullzm = 0,

(V-31)

Ciwy + Callpe + e - Canlnm = 01
es «lectr, Gt Clat - Flmam =0 (F=1,2,...,n)
Los conjuntos de elementos (v-30) son independientes lincal-
mente si las velaciones (v - 18) implican ¢; = ¢ g = ... = ¢, = O
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E| sistema de ecuaciones lineales homogéneas (v-31) se utilizard
en el Teorema v-15 para expresar las condiciones necesarias y su-
ficientes para que haya dependencia lineal en conjuntos m cuales-
quiera de elementos (v-30) por medio de la matriz

dy @2 ... Cim
Qo Gz ... Gam

(V -52)

Uyl On2 =+ Cam

de los coeficientes de los ¢. Con todo, antes de considerar mds de-
tenidamente este caso general, consideremos geométricamente el
caso especial (v-29) suponiendo que los clementos son numeros
reales.

Podemos considerar que tres nimeros reales cualesquiera son co-
ordenadas de un punto en el espacio euclidiano tridimensional.
Por definicidn, los tres conjuntos (v-29) son dependientes lineal-
mente si y sélo si los cuatro triples de los nimeros correspondien-
te satisfacen una relacidn de la forma

ax -+ by 4 cz =0,

siendo a, b, ¢ constantes no todas nulas, es decir (suponicndo que
los niimeros son reales) , los triples de los nimeros correspendientes
son coplanares con el origen. Existen interpretaciones geométricas
andlogas y en cierto sentido mids elegantes de la dependencia lineal
mediante coordenadas homogéneas respecto de espacios vectoriales.
Consideraremos solamente la interpretacién citada mis elemental
que se vale de coordenadas no homogéneas con el fin de evitar la
tarea de presentar otros conceptos.
Los tres conjuntos de n nUmeros reales cada unao,

L1y Loy scoey I'n,
Y, Y, .-, U
2, Z2, vy Rny

son dependientes lincalmente si y sélo si los » triples de los nime-
ros correspondientes representan puntos coplanares con €l origen.
Segin el Teorema v- 14, e} sistema de ccuacioney
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ax;y 4 by 4+ ez =0;
axs -+ by 4 ¢ =0,

a2y + byn+ 22 = 0

tiene una solucidon vynica ¢ — b — ¢ — 0 si la matriz

Ty M R

Ta Y2 2 L1 T2 ees En
(V - 88) - o |9t e B

t 21 Fp iwa Bna

Tn Yn 2n

ticne caracterfstica tres. Este sistema de ccuaciones tiene una solu-
cién en la que por lo menos una de las constantes a, b, c es dife-
rente de cero si la matriz (v-3838) tienme caracterfstica menor que
tres. En consecuencia, los tres conjuntos anteriores de n nimeros
son linealmente dependientes si y solo si todo deterrainante de
tercer orden de la matriz (v - 33) es nulo. Si la matriz tiene carac-
teristica dos, los triples de los niimeros correspondientes represen-
tan puntos coplanarios con el origen. Las mismas condiciones ¢n
relacién a la dependencia lineal rigen atin cuande la interpreta-
¢idn geométrica pueda no ser valida al tratarse de elementos per-
teneciences a cualquier anillo.

La discusion anterior referente a tres conjuntos de n elementos
cada uno puede ahora ampliarse respecto de m conjuntos de =
elementos cada uno (v-30). Si los elementos son niimeros reales,
cada uno de los n conjuntos de los m numeros reales correspon-
dientes puede tomarse como un punto en el espacio euclidiano
m-dimensional. Estos n puntos se encuentran es un hiperplano.

Cly + Gty 4 o 4 Calln = 0

que pasa por el origen si y sélo si los conjuntos de elementos (v -
30) son dependientes linealmente. Estas condiciones pueden ex-
presarse como un sistema de ecuaciones (v-31) que se satisfacen,
va sea que los elementos sean numeros reales o no. 8i m = »n, los
m conjuntos de n elementos cada uno (v - 30) son dependientes
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linealmente si y s6lo si la matriz (v-32) tiene caracteristica me-
nor que m, es decir, si y sélo si el determinante de m filas de
(v - 32) es nulo. Si m < n, entonces, dado que el sistema (v - 31)
consiste en n ecuaciones en m incdgnitas, los m conjuntos de ele-
mentos (v-30) son dependientes linealmente si y sélo si cada de-
terminante de m filas de (v-32) es nulo (Teorema v-14),
51 m > n bay menos ecuaciones que las constantes que hay que
determinar y los conjuntos son sicmpre dependientes (Iljercicio 5).
Esta situacton cs andloga a la de encontrar un plano ax + by
¢z == 0 sobre uno o dos puntos dados como, por ejemplo, cuando
los conjuntos dados son

Ty, 2,
Yu Ve
21, 2.

istos resultados pueden resumirse como sigue:

TEOREMA V - 15, §i m > n, entonces m conjuntos cualesquiera
de n clementos cada uno son dependienies linealmente. Si m
= n, entonces m conjuntos (v - 30) de n elementos cada uno son
linealmente dependientes si y sélo si todo determinante de m
filas de la matriz (v - 52) es igual o cevo.

La definicién de que los elementos de un conjunto de constan-
tes by, by, ..., by son dependientes linealmente si existe una combi-
nacién lineal.

C[b] + C.b’ + ars —|— Cnbu == 0

donde no todos los ¢ son nulos puede hacerse extensiva a conjun-
tos arbitrarios de clementos. Por ejemplo, siempre que las varia-
bles toman valores de un conjunto infinito de numeros {(Cap. 111-
1 y Cap. n1-4), m polinomios f,, fe, ..., fu en cualquier nimero de
variables son dependientes linealmente si y s6lo si existen m cons-
tantes ¢; no todas nulas tales que

f-':fz - Cafs 4+ .. 4 Cofo = 0

para todos los valores de las variables, Esta definicion ¢s equivalen-
te (Ejercicio 10) a deflinir a los polinomios del conjunto como de-
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pendientes linealmente si y solo si los conjuntos de los coeficien-
tes correspondientes son dependientes linealmente. Esta otra forma
de la definicion puede emplearse en el Teorema v-15. En el con-
junto siguiente de ejercicios consideraremos varios tcorernas ba-
sados sobre la definicién de dependencia lineal y algunas de Jas
numerosas aplicaciones de este concepto.

EJERCIGIOS

1. Demostrar gue si un conjunto de elementos cs una combinacion lineal de
otros m —1 conjuntos de elementos, entonces log m conjuntos de elementos son
dependientes linealmente.

2, Dcmostral yue si m conjuntos de clementos son dependientes lineal-
mente, cnisnees por lo menos un conjuntd ¢s una combinacién lineal de los
olros.

8. Demostrar que si existe entre m conjuntos de elementos, & conjuntos que
son fincalmeste dependientes, siendo k<7 i, entonces los m conjuntos son depen-
digntes linealmente.

4. Demostyar que si alguno de los m conjuntos de clementos estd compuesto
exclusivamente e ceros, entonegs los o conjuntos son linealmente depen-
dientes

5. Demostyar que siom > m, m conjuntos cualesquiera de n elementos cada
nno sou dependientes linealmente. {Indicacion: mnpliar ¢l sistema a M conjuntos
de m elementos cada uno agregando cevos) .

6. Inchear cuales de los conjuntos siguientes, de cuatro mimeros cada wno,
son dependientes linealmente:

(a) 3, 0, I, 5, (e} I, O, 1, 1,
1’ - 21 -1 3 2! 0' i, | ' U,
2, 2 2, 3 1, 1, 0, O
(b) 2, 2, b @, @1, 2, 3, 4,
3, 5 2 4 2, 4, 6, 8,
1, =1, 0, 2. a, b ¢ d
7. Bemostrar que los tres polinomios
a,% -+ by + cx 4 d, =123

son dependiontes Imerlmente si y s6lo si los tres conjuntos de nimeros
a, b, ¢, d, f=127%

son dependientes nealmente,
8. Scialar cuaics de los conjuntes signientes de polinemios son dependientes
lincalmeute:
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(@) 3c4+y+2 yv-1, z4+y+2
x4+, y+1, 243

(¢) 242y +324+4, 2¢+4y+62+8, axr-+ by + cz + 4.

(dy z+2y —2z-+5, 8z—12y~10, 3£+ 2+ 10

9, Demostrar que los grificos de Jas ecuacioncs correspondienies a cualquier
conjunto finito de polinomios dependientes linealmente de la forma a,x 4 by
-+ €2, tienen todos por lo menos un punto de intexscccidn comt.

10. Decmostrar que la dependencia lineal de cualquier conjunto finito de
pelinoanios en cualquier numero finilo de variables que adquieren valores de
un conjunto infinito de nimeros, implica la dependencia lineal de los conjuntos
de constantes de sus conjuntos de coeficientes, y a la inversa,

V-14 APLICACIONES EN GEOMIETRIA
ANALITICA . Algunos textos elementales de geometria
analitica consideran la aplicaciéon de determinantes y matrices a
la geometria.

En todos los textos superiores de geometria donde se emplean
métodos analiticos, el estudio de los determinantes y las matrices
constituye una parte muy importante (Cap. v-15). En esta sec-
cién ampliaremos los conceptos de geometria usados en el estudio
de la dependencia lineal (Cap. v-13), solamente enumerando al-
gunas de las aplicaciones corrientes de los determinantes y matri-
ces en la gecometria analitica elemental. En seguida, en la seccién
siguiente, concluiremos nuestro estudio de los determinantes y de
las matrices con una breve revisién de sus aplicaciones a las trans-
formaciones geométricas.

El 4rea de un tridngulo con vértices en (x,, ¥, (X4, W), (X3, Y3}
estd dada por

1 i
= (B w2 L
£ |

en que debe elegirse el signo de modo que el drea no sea negativa.
Este resultado puede ampliarse para dar

L th 1
X o 1 =0
|I I Y 1

como una condicién necesaria y suficiente para que los tres pun-
tos sean colineales, También puede usarse en Ja forma
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x|
j;{’g Yy 1| =1
b a1

para encontrar Ja ecuacién de la recta determinada por dos pun-
tos dados distintos (X, Y1) ¥ (%, Vo)
En un plano, dos rectas

X + fhy = L
a2 + bz!}' [

ticnen un punto en comiin unico si las matrices

a, by @y by o

ay by y ay b, e
tienen ambas caracteristicas dos; y las rectas coinciden si las dos
matrices tienen caraclerfstica uno y son paralelas si las matrices

tienen caracteristicas diferentes (Teorema v-13 y v-14}. Anilo-
gamente, en el espacio tri-dimensional dos planos

az + by + ez = d,
&z + bay + oz = dy

tienen wna recta ¥nica en comun si en este sistema de ecuaciones
Ia matriz de los coelicientes y Ia matriz ampliada tienen ambas ca-
racteristica dos; estos dos planos coinciden si ambas matrices tie-
nen caracteristica uno y son paralelos si las matrices tienen dife-
rentes caracteristicas. Los conceptos del Cap. v-12 pueden tam-
bién nsarse para demostrar que tres planos

ax 4 by + ez = d; (1 =123
ticnen un punto 1inico en comun si las matrices correspondientes
tienen ambas caracteristica tres: los {res planos tienen una recta
Gnica en coman si ambas matrices tienen caracteristica dos y coin-
ciden si las os matrices tienen caracteristicas uno; no tienen nin-
gun punto cn comun si las matrices son de caracteristicas dileren-
tes. I'n el Ljercicio 7 se consideran mds correspondientes entre los
planos y las caracteristicas de las matrices.
Ll volumen de un tetraedro cuyos vértices son (x5, ., ), (X4, Ye
Za}, (%5, Yo, %), (%0, ¥, 2,) €std dado por
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i oz 1

|t e 2 |
2= (3! ’
(é oy oz 1
Ty Wy 2y ]

en donde, como anteriormente, hay que elegir el signo de modo
que cl volumen no resulte negativo. También, como anteriormente,
se puede ampliar este resultado para dar

r Mz 1
w Y 22 1)
~ =0
Xy My %3 1
X4 N Za i

como una condicidn necesaria y suficiente para que los cuittro pun
tos dados sean coplanarios. Tres puntos en €l espacio (x), ¥, %), | =
1, 2, 8, son no-colineales si y sélo si

lzy 11 21
Ty Wz Z|F 0,
a s &

y la ecuacién del plano determinado por tres puntos dados no
colineales esta dada por

n ooz 1
e Yz & 1 i
Ty Y1 oz |
xr ¥ z 1

Hasta aqui hemos visto que la ecuacién de una recta determi-
nada por dos puntos distintos cualesquiera y la ecuacién del plano
determinado por tres puntos no-colineales pueden expresarse por
medio de determinantes. También el drea de un tridangulo y el vo-
lumen de un tetraedro pueden expresarse por medio de las coor-
denadas de sus vértices y de determinantes. Ljemplos como éstos
ilustran la aplicacién de los determinantes y de las matrices en geo-
metria analitica. En los ejercicios siguientes se examinuardin unos
cuantos ejemplos mds; en (Bibliograffa N¢ 16) pueden consultarse
muchos ejemplos.

y277¢



Meserve / Concepros lundamentales de dlgehra

EJERCIGIOS

1. Determinar cudles de los siguientes riples de puntos sobre un plano son
colineales, %1 no son colincales, encontrar el drea del tridngule que determinan:

a) (1,2), (5,6), (17,18).
by (—1,5), (14), (3.0).
9 (117, 62, (-13).

2. Tor malio de detevminantes indicar lag ecuaciones de lus rectas determi-
nadas por los siguientes pares de puntos:

2y (1,2), (5.6).

by (15}, (bd).

o (M7, 62),

dy (M2, -18), (~11576).

3, Peterminar cwiles de los siguienies conjuntos de puntos en el espacio son
coplanarios Si no son coplanarios, enconuar el volumen del tetracdro que ellos
determinan:

2 (1,28, (4,56, (789, (10,11, 12).
B (2 =200, 5 71D (=131, (L, 1.1).
9 (L.—L1), (71320, (5.2 1), (—6.3,4).

4. Valicndose (e determinantes, indicar en los Ljercicivs que se sefialan la
ecutacidn del plano que pasa por les cuaire puntos o las ecuaciones de Ias caras
(planos) del tetracdro a) Ejercicio 3a); by Ejercicio 3 b); ¢) Ejercicio 8¢) .

5. Describir en el plano los grificos de los conjuntos de ecuaciones del Ejer-
cicio 5 desde a) hasta d), Cap. v-12,

6. Describir en ¢l espacio los grificos de Jos conjuntos de ecuaciones del Ejer.
cicio 5 desde ¢} hasea i), Cap. v-12,

7. Determinar las curacterfsticas de la matriz de los cocficientes v de la
maitriz ampliada de un sistema de ecuaciones que representa

a) tres planos que ticnen un punlo comiun 1inico;

b) tres planos distintos que ticnen una recia conning

€) tres planos que tieken un plano en comyin;

d) tres planos paratelos;

¢) dos planos paralelos y un tercer plane que los corta;

fy dos planos coincidentes y un tercer plano que los corta;

g) dos planos coingidentes y un tercer plano paralelo a clios;

h) tres planos distintos tales que los pares de planos se corten en tres reclas
paralelas.

8, Demostrar (Bibliograffa N¢ 16; pdg. 87), que la recta determinada por
dos planos que se cortan
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amz 4 by + oz + i =0,
e A+ by F ez +di=0

tene numeros de dircecion

bl__ 4]

Lo T
bg e !

fa I

My b|]

T2 f}:.-.

{Indicacion: Valerse del Ejercicio 0, Cap. v-12. Los nimcros de direccidn se de-
finen en los textos de geometria analitica que incluyen geometria de los s6lidos)
9. Aplicar el resultade del Ljercicio 8 a las rectas deteyminadas por

() x Ly —242=0x —9 4 22--5=0,
b 2x 4+ 8y —2—=8=0,x =58y} 24+2=0.

V- 15, TRANSFORMACIONES GEOME-
TRICAS. Ladefinicién de Félix Klein sefiala Ja importancia
de las transformaciones en geometria: Una geomelria cualquiera
es un estudio de las propiedades (expresadas por definiciones y
teoremns) que permanecen invariantes respecto de un grupo de
transformaciones. Por ejemplo, en la geometrfa eudlidiana estu-
diamos propiedades tales como la longitud, el drea, la magnitud
de los dngulos, lineas paralelas, triingulos semejantes y congruentes
que permanecen invariantes sometidas a movimientos rigidos, es
decir, traslaciones y rotaciones, Cada una de estas translormaciones
puede expresarse como una matriz con referencia a vn sistema de
ceordenadas.

Dado el plano xy corriente que se emplea en geometria anali-
tica, podemos representar cualquiera traslucion en el plano por
el sistema de ecuaciones:

(V-34) ¥ =x4a v =940

Por ejemplo, usando los ejes en las posiciones convencionales, si
todos los puntes se mueven dos unidades a la derecha, tenemos:

¥ =x+2 ¥ =9
si todos los puntos se mueven tres unidades bacia abajo, tenemos;
x = x, )1’=y—3;

si todos los puntos se mueven dos unidades a la derecha y tres uni-
dades hacia abajo, tenemos:
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N =x42, 99 =9 - 8,

En general, dado que cualquiera traslacion en el plano puede
considerarse como el resultado de un movimiento a lo largo del
eje de las x y un movimiento a o largo del eje y, tenemos (v-34)
para cualguiera waslocion en el plano. Andlogamente, se demues-
tra en grometria analitica que cualquiera rolacidn alrededor del
origen en ¢} plano puede expresarse en la forma:

(V-35) ~ =xcos¢ —ysen g, y = x scn § 4- y cos 4.

También se puede demostrar que si a la rowacién (v-35) le sigue
una traslacion  (v-54), tenemos una transformaciéon de Ia forma:

X’ =xcosf —ysenf —=a, y =xsen g 4 ycos § 4 b.

Ahora tratmemos métodos de denotar cstas transformaciones por
medin de matrices.

Cada una de las transformaciones anteriores se representa por
ecitaciones de la forma:

MzmanX 4 dyy Y - ay Y = anX 4 awy -+ g

Ademds, cada translormacién estd completamente determinada por
los au, es decir, por una matriz de la forma:

an e flla:l‘

@y a2 g
Ampliando esta matriz usaremos una matriz de tercer orden de la
forma:

an M 43
ay  Cxz doz
0 o0 1

que resulta de sumar la tercera fila de la matriz identidad (Ejei-
cicio 6), de modo que las matrices de las dos transformaciones
puedan multiplicarse (Cap. v-10) y que la matriz del producto
tenga la misma forma que las matrices dadas, Encontraremos que
un producto ordenado de las matrices de dos transformaciones es
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Ia mawiz de una transformacién que resulta al aplicar las cos
transformaciones dadas, una después de la otra en cicrto orden.
Muchos de los ejercicios que figuran al final de esta seccion se re-
fieren a csta propiedad.

Ya hemos visto que cualquiera traslacion (v-34) y cualquiera
rotacion alrededor del origen (v-35) pueden representarse respec
tivamente jpor fas matrices

i 0 « cosd —sind O
c 1 5 y sin @ cosf ()
00 1 0 0 |

Andlogamenlte, cualquicy punto (%, y) del plano puede represen-
tarse por una matriz. Lo mismo que en el caso anterior, se clige
la forma de la matriz de modo que permita la multiplicacién de
ciertas matrices, Usaremos una matriz con una columna y tres filas:

x
¥
1

Esta convencidn nos permitira expresar las ecuaciones de una trans- -
formacién como una sola igualdad por medio de matrices.

Se dice gue dos matrices son iguales si y s6lo si tienen el mismo
numero de filas, el mismo nimero de columnas y si sus elementos
correspondientes son idénticos, Dos matrices relucionadas median-
te transformaciones elementales (Ejercicio 16, Cap. v-10) tienen
la misma caracter{stica, pero no son necesariamente ignales en el
sentido que se ha expresado aqui. La igualdad de dos matrices de
mn elementos es equivalente, segin la definicién anterior, a un
sistema de mn ecuaciones. Luego, al multiplicar mawrices, pode-
mos expresar la traslacién (v-34) por medio de la ecuacion

E| 1 0 a x T 4a
yl=10 1 bl Jyl=ty+b
| 0 0 1 1 1

Dado que la primera y la iiltima matriz son iguales si v solo si los
elementos correspondientes son iguales, la igualdad citada de las
matrices es precisamente equivalente a (v-34) . Andlogamente, (v-
35) es equivalente a
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X’ cos § —sen g @ x7
Y |={ sen ¢ cos g O ('] v
1 0 0 1

La relacién entre la expresion de una traslacién o rotacién me-
diante un sistema de ecuaciones lineales encre las coordenadas y
en érminos de una matriz (en cierto sentido !a matriz de los co-
eficientes del sistema de ecuaciones) puede comprenderse rdpida-
mente (Ljercicios 1y 2), de modo que serd tan facil obtener una
representacion como la otra. Una ventaja de la representacion
por medio de matrices se desprende de la facilidad con que sc ob-
tiene el resultado de una sucesion de transformaciones como pro-
ducto (tomado en el orden inverso) de las matrices correspon-
dientes. La traslacién que resulta como una sucesién de dos tras-
laciones y que hemos citado antericrmente en la explicacion de
una trasiacién puede expresarse como:

10 o011 0 ¢ 1 0 2
01 =30 t op=|0 1 -3
0o 0o 1]1]00 1] oo 1

En el caso cspecial de dos traslaciones no tiene importancia el
orden en que se multipliquen las matrices (Ejercicio 5), pero, en
general, encontraremos que debe considerarse el orden.

La transformacién que resulta de considerar dos transforma-
cirnes en orden se denomina producto erdenado de esas dos trans-
formaciones. Anilogamente, podemos considerar ¢l producto or-
denado de cualquier nimero finito de transformaciones. La impeor-
tancia del orden se debe a que si a la traslacion (v-34) le sigue
la rotaciom {v-85) sc¢ obtiene

cos® —sen @ gcosfd — bseng
(V-36) sen ) cos i asend L bceosf |-
0 0 1

micntras que si se hace primero la rotacién y, en seguida, la tras
lucion, se¢ tiene

cos —sen § a
(V-37) sen # cos 4§ b
0 0 1
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Estos resultados pueden verificarse ficilmente multiplicando las
matrices de las transformaciones en el orden opuesto a aquél en
que se usan las translormaciones (Ejercicio 3).

EI hecho de que (v-36) 9 (v-37) son, en general, dilerentes, deno-
ta que el efecto de una traslacion seguida de una rotacidn es di-
ferente de aquél de una rotacion seguida de la traslacion. Por
ejemplo, sea la traglacién x’ = x - 2, 9" = vy, ¥ la rotacion x* =
—x, ¥y = —y. El punto (3,6) queda en (5,6) al hacer la traslacién
(suponiendo que el sislema de coordenada permancce fijo); el
punto (56) queda en (—5,—6) al hacer la rotacién, es decir, la
traslacidn seguida de la rotacion lieva al punto (8,6) a la posicion
(—5,—6) . Andlogamente, el punto (3,6) se leva al punto (—3,—6)
por la rotacion y el punto (—3,—6) queda en (—1—6) por la
traslacién, es decir, la rotacidn seguida de la traslacion lleva ¢l pun-
to (3,6) a (—1,—6). Por consiguiente, hemos cncontrado que la
aplicacién de transformaciones y la multiplicaciéon de matrices no
son operaciones conmutativas (Ejercicio 4).

Las transformaciones (v-34) a (v-37) de la geomctria euclidia-
na pueden considerarse como casos especiales de las translormacio-
nes en geometrias mas generales. Cualquicra transformacién {trans-
formacién afin) del plano euclidiano en si mismo (Bibliografia
N? 52, pdgs. 117-118), puede representarse por una matriz de la
forma

a oo
(V-38) a: by e
0 o 1

en que a,b, — a,bi 56 0. 8510, = a, = 0 y a; =b, =1, entonces (v-
98) representa una traslacién; si¢; —m 6o = 0, 8. = by, 0. = —b, ¥
ay + a2, = 1, entonces (v-38) representa una rotacion, Cualquier
movimiento rigido en el plano (transformacidén euclidiana) pucde
expresarse como el producto de una trastacién y una rotacién (po-
siblemente en el espacio) y puede representarse por una matriz de
la forma

a b €
(V- 39) —-be ae s
0 ¢ 1

donde a' 4 b = 1y e = 1 (Ejercicios 13, 14). Si ¢ == 1 (v-39)
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cs equivalente a (v-87) (Ejercicio 15) ; si e = ~1, debe induirse
una rotacién en el cspacio o una linea de reflexién en el plano.

Dado que cualquicra geometria puede considerarse como un
estudio de lus propiedades invariantes (Ejercicio 9) con respecto
a grupos de transformaciones y que estas transformaciones pueden
representaise por matrices, esta seccidn podria ampliarse hasta
constituir un libro completo. Nos hemos limitado a indicar cémo
dos translormaciones corrientes pueden expresarse por medio de
matrices (v-34) y (v-35) y a sefialar que estas transformaciones son
simplemente casos especiales de transformaciones mas generales, ta-
les como (v-38) ¢n geometrfa, de las que la geometria euclidiana es
un caso especial. En (Bibliografia N¢ 385), se podrd consultar un
estudio completo de las razones por las cuales la geometria eucli-
diana es un caso especial de varias atras geometrias.

En este capitulo hemos definido los determinantes de matrices
cuadradas de cuulquicr orden 7 por medio de permutaciones y
hemos examinado el empleo de los determinantes y de las matri-
ces en el estudio de sistemas de ecuaciones lineales, dependencia
lineal, geometrfa analftica y transformaciones geométricas. Nues-
iro examen estuvo, por necesidad, restringido a un pequefio nu-
mero e aplicaciones tipicas. Estudios mds completos de la teoria
¥ sus aplicaciones pueden consultarse cn los textos seiialudos en

la Bibliografia, N°* 9, 16, 39, 44 y 49.

EJERCICIOS

1. Representar las siguientes traslaciones por medio de matrices:

(a) ' =2=1, 4 =y+ 2
(Y + =x+2, 4 =y + 5
v] ' =mx =3 4 =y—4

2  Representar las siguientes rotaciones en 1orno al origen por medio de
matrices: 3} 30°, by 45°, ¢ 120°, d) 150°, c) 2700,

3 Deducir las matrices (v-36) y (v-37) de (v-34) v (v.35).

4. Tlustras cl hecho de que la multiplicacidn de las matrices no es conmura-
tiva valiendose de las matrices

a b ¢ d e f
01 ol Jo o i
0 0 1 01 0
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5. Demostrar, valiéndose de dos matrices generales de la forma (v-34), que
¢l producto de dos traslaciones cualesquiera es a) una traslacion; b) conmu-
tativa,

6. Demostrar que 1 0 0
01 0
0 0 1

representa la transformacion identidad en cl plano, es decir, si se multiplica por
cualquicra otra matriz de tres filas y tres colwmnas, o si es muluplicada por ella,
¢1 producto es igual a Ja otra matriz.

7. Escribir cn una sola transformacién, valiéndose de matrices, los productos
dle las transformacioncs que se sefialan ex los siguientes ejercicios; u) Ejercicio 1 (a)
y 2(a); b) Fjercicios 1(a) y 1(b); ¢} Ejercicios 1(h) y 2(c); d} Ejercicios 1 (c)
v 2(d}; ¢) Ejercicios 1ic) y 2¢¢); £ Ejercicios 2 (a) y 2.d),

& Demostray, valiéndose def resultado del Ljercicio 6, que la traslacién
%z X—a,y =y — beslainversa de (v-39).

9. Un conjunte de eransformaciones afines {v-38) forma un grupo si ¢l con-
junto contiene el inverso de odas las transformaciones del conjunto y el producto
de todos los pares de transfoymaciones del conjunto, Demosirar que esta defini-
cidn estd de acuerdo con la definicion general de grupo dada en cl Capitulo 614,

10. Demostrar que ¢l conjunto de todas las trasluciones (v-54) forina un
grupo.

t1. Demostrar gue ¢l coujunte e todas las rotaciones en torno 2l origen
forma un grapo. 7

12. Demostrar que el conjutito de todas las transformaciones afines (v-38)
forma un grupo.

18. Demostyar ¢ue (v-54) § (v-35) tienen cada cual In forma (v-3%), cuando
at + bt == ¢! = 1.

14. Demosirar que (v-30) y (v-37) tienen cada cual 1z forma (v-39) cuando
==

15. Demostrar que (v-89) puede escribiise en la forma (v-37) cuando
o -+ P —=e¢ =1

16. Demostrar que una traslacidn queda detesminada por un par de puntos
uenrespendicntes,

t7. Gualquiern reflexidn de un punte pucde expresarse en la [orma

¥ =_x+4ae Yy = —y + b

Indicar Ia representacién corrcspondiente a una reflexidn de wn punto por
medio de una matriz. ¢Forma un grupo ¢l conjunto de todas las rellexiones
de un punto? Explicar,

18. Demostrar que ¢l preducto de un nvimero par de yeflexsones de un
punto s una traslacién,

V2e5¢



Meserve / Conceptos fundamentales de algebra
19. Demostrar que el producte de un mimere impar de reflexiones de un
punto es uny reflexidon de un punto.

20. Demostrar gue el conjunto de todas las reflexiones de un punto y de
todas las traslaciones forma un grupo.

21, Cuoalquiera dilatacién pucde expresarse en la forma
¥ =ax } b, Y =ay + ¢ en que s £ 0, 1.

Indicar la representacién correspondiente de una dilatacién por medio de una
matriz. ¢Forma un grupo el conjunto de todas las dilataciones? Explicar.

22. El conjunto de todas las dilataciones y traslaciones constituye ¢l con-
junto de las transformaciones homotéticas. Demostrax que el conjunto de todas
las transfornsciones homotéticas forma un grupo,

23, Demostrat que el conjunto de todas las matrices con determinantes no
nulos [orma un grupo si las matrices tienen Ia forma

dny e [+ 3F]
a4y Om Qa
au sy Uy

24. Doamostrar que el conjunto de todas tas matrices de la forma
Gy iy G Qig
Uay Uy Gas G

Oy Qi Uz Uy
Ao Uy B Oy

con determmantes no nulos forma un grupo.
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CAPITULO VI

Construcciones

Las construcciones geométricas intcresan a jovenes y adultos. A los
nifios les gusta hacer decoraciones para la mesa de sus [licstas de
cumpleafios, de Navidad o de otras ocasiones especinles. Probable-
mente, el gusto por hacer canastos de papel, pegarles el asa, pin-
tarles los lados, estd estimulado por la jlusién de tener el canasto
leno de dulces en lu fiesta. A medida que el nifo crece la aficidn
por las construcciones geométricas puede manifestarse en juegos
con reglas, compases y transportadores, haciendo estrellas, tarje-
tas de saludo y, mds tarde, construyendo cuerpos geométricos. Al-
gunos adultos pasan del papel y la goma de pegar al tallado en
madera y a los trabajos en metal. Otros, construyen modelos de
trenes, barcos y aun ciudades completas. Unos pocos deciden desa-
fiar a las autoridades matematicas y tratan de resolver el problems
cldsico de wisectar un dngule (Cap. vi, Secciones 6 2 8). El irre-
sistible atractivo de las construcciones geométricas puede brindar
muchas horas felices a jovenes y adultos.

En este capitulo nos referiremos a construcciones en la geome-
tria plana euclidiana, Aprenderemos (Cap. vi-4) gue las construc-
ciones clisicas que emplean solamente regla y compdas pueden usar-
se para efectuar las cuatro operaciones racionales y la extraccién
de raiz cuadrada. Es asi como —dada una recta cualquiera con un
origen y un punto unidad para designar la unidad de distancia y
el sentido positivo o direccién sobre la recta—, podemos asociar a
los enteros positivos con puntos que resultan de agregar unidades
sobre la recta; y los enteros negativos con puntos que resultan al
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sustraer unidades; y los nimeros racionales con puntos que re-
sultan por multiplicacidn y divisiéon. En otras palabras, potdemos
construir sobre una recta el conjunto de puntos racionales respec-
to de un origen dado y del punto unidad. En general, dados el
origen y el punto unidad, podemos construir todos los puntos
sobre la recta, cuyas coordenadas se puedan expresar por medio
de un numero finito de nimeros racionales, de operaciones racio-
niles y de extraccion de rafces cuadradas, Aun mads, estos son los
unicos puntos sobre la recia que pueden construirse a partix de
los puntos dados empleando unicamente regla y compas (Cap. vi-
3). En consecnencia, existen criterios algebraicos precisos para de-
terminar si un punto dado sobre una recta puede construirsc o
no a partir del origen dado y con la unidad de longitud dada, me-
diante los métodos clésicos. Andlogamente, existen criterios alge-
braicos para determinar si es posible o no construir una figura
plana. Istos criterios algebraicos son la base de las consideraciones
que havemos aqui sobre las construcciones geométricas en este
estudio de los conceptos fundamentales del dlgebra. Analizaremos
fag construcciones clisicas en el plano desde un punto de vista al-
gebraico (Cap. vi, Secciones 3 y 4), aplicaremos nuestros concep-
tog algebraicos para demostrar la imposibilidad de tres famosos
problemas cldsicos de construccion (Cap. vi-6) y consideraremos
varias construcciones no cldsicas (Cap. vi, Secciones 7 y 8) de uno
de estos problemas: la triseccidn de dngulos arbitrarios,

Iste cstudio de las construcciones geométricas desde un punto
de vista algebraico permite vislumbrar las relaciones esenciales en-
tre ¢l dlgebra (considerada como un estudio de conjuntos de nu-
meros y variables y de sus relaciones entre sf) y la geometria (con-
siderada como un estudio de conjuntos de puutos, rectas, planos,
eic. y sus relaciones entre sf) . En los fundamentos de las matemad-
ticas hay tcorias bdsicas y conceptos que se aplican indistinLamen-
te al dlgebra o a la geometrfa. Nosotros no nos hemos empeiiado en
alcanzar este esencia comun a todas las matemiticas, No obstante,
esperamos que el estudio, en este capitulo, de las operaciones ra-
cionales, desde los puntos de vista algebraico y geométrico, y de
la representacion geométrica de ciertas funciones algebraicas co-
rrientes —~en el préximo capitulo—, contribuirin, en cierto morlo,
a que el lector aprecie la interdependencia entre el dlgebra y la
geometria.
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vi-1 Construcciones clisicas

VI.! CONSTRUCCIONES CLASICAS.
Las construcciones geométricas pueden clasificarse en dos conjun-
tos, segin sean los métodos e instrumentos que se empleen. Los
griegos de la antigitedad se empefiaron en hacer todas las cons-
trucciones geométricas elementales usando solamente compis y re-
gla. La regla puede usarse inicamente para trazar rectas. No estd
permitido utilizar el largo o el ancho de la regla, ni hacer marcas
sobre e¢lla. Nos releriremos a las construcciones que se atengan a
estas restricciones con el nombre de consirucciones cldsicas. Las
construcciones que se hacen con reglas graduadas, transportadores,
mecanismos articulados, etc. (Cap. vi-9) se denominarin consiruc-
ciones no cldsicas.

Tedricamente, las construcciones hechas con regla y compis son
absol(tamente precisas. Sin embargo, ¢n la prictica, no son ni
mds ni menos exactas que las construcciones con transportador y
regla graduada, Muchos de los problemas que se consideran difi-
ciles o imposibles sujetos a las restricciones cldsicas son sencillos
si se usan marcas sobre la regla, transportador, reglas paralelas,
pantdgrafo, trisector de dngulos, mecanismos articulados y otros
recursos andlogos. Birkhoff y Beatley consideran construcciones
con regla graduada y transportador (Bibliografia N? 6, pags. 165
171), asi como también construcciones con regla y compds sola-
mente (Bibliograffa N¢ 6, pégs. 172.196). Fourrey (Bibliografia
N¢ 20), considera varios tipos de construcciones incluyendo cons-
trucciones sélo con regla, construcciones Unicamente con compds
y construcciones con regla y compis.

Para las construcciones, tanto cldsicas como no clisicas, vamos
a suponer que todos los puntos, rectas, etc., se encuentran en el
mismo plano euclidiano. Para las construcciones clisicas daremos
por aceptadas las cinco suposiciones siguientes:

(i) Por dos puntos dados cualesquiera se puede trazar una linea
recta.

(i) Se puede trazar un circulo que tenga por centro cualquier
punto dado y por radio cualquier scgmento de recia dado.

(iii) Es posible determinar la interseccion de dos rectas dadas
no paralelas cualesquiera.

(iv) Es posible determinar las intersecciones de cualquiera rec-
ta dada y de cualquiera circunferencia dada, en caso de que éstas
existan,
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13

(v} Es posible determinar las intersecciones de dos circunfe-
rencias dadas, siempre que éstas existan.

Toda construccién cldsica debe consistir en un ndmero finito
de pasos por medio de regla y compds. Dado que las cinco supo-
siciones anteriores incluyen todos los pasos posibles con regla y
compis, toda construccién clisica debe consistir en un nuimero fi-
nito de pasos, en domde cada paso depende de una de las supo-
siciones anteriores.

EJEKCICIOS

1. Formuiar suposiciones aigebraicas equivalentes a cada una de las cinco
suposiciones fundamentales de Ias construcciones cldsicas.

4, Hacer las siguientes construcciones empleando vimicamente una regla (Bi-
blingrafia N 20; pags, 3-24) :

2) Dado un segmente de recta A8 v una recta m paralela a AR, encotitrar
¢l punto medio del scgmento A7,

by Dadas dos rectas paralelas y un punto P, construir una recta paralela a
las reclas dadas que pase por P,

¢ Dadas las rectas x == 0, ¥ = 1,3 = 0, ¥ = 1 de un sistema de coordenadas
en un plano, construir o describiv Jas construcciones de los puntos (2,0), (3,0),
k01, (0.2}, (0,3), (0, n), (k, 7} en que k y n son enteros cualesquicra,

3. Hacer las siguientes construcciones usando dnicamnente compis (Ribliogra-
fia N© 20; pigs. 05-114) :

a} Dados tres puntos en el plino, determinar si son o no colincales.

b} Dada una recta iy un segmento AR sobye ella, construir un segmento AF
sobre m d¢ una longitud igual a cinco veces 1a de 4B,

c) Dados dos puntos cualesquiera 4 y B, construir, sin considerar la recta A8,
un punto € colincal con 48 de al modo que la longitud de AC sea dos veees
aguclla de A8,

d} Dados los puntos {0, 6), (0, 1), (1, G), ilustrar ¥ deseribir una construc-
cién para cualquier punto entero (k, n) como en el Ejercicio 2(c).

4, En el siglo xvo1, Mascheroni descubrid que cualquier punto que pudicra
construivse empleando regla y compis, podfa tnmbién constimirse atilizando Yinica-
menle compds. Demostrar que las cinco construcciones fundamentales, que se dan
por aceptaclas en Ias construcciones cldsicas, excepto la primera, pueden efce-
tuarse empleando tmicamente compis (Bibliogralfa N¢ 13; pigs, 140-152) .

Vi-2 CONSTRUCCIONLES CLASICAS
ELEMENTALES. Desde los tiempos de la antigitedad
griega, los gedmetras se han sentido atraidos por el gran nimero
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de construcciones que pueden hacerse utilizando unicamente re-
gla y compds, es decir, por las construcciones cldsicas, Actualmente,
la mayoria de los textos de geometria para la ensefianza media in-
cluyen algunas construcciones cldsicas elementales, En particular,
el N° 6 de la Bibliografia; pdgs. 172-196, contiene Ona muestri
excelente de construcciones cldsicas, que incluye a aquéllas que se
presentan como ejercicios al final de esta seccidn. Estos ejercictos
servirdn, principalmente, comeo un repaso de las construcciones co-
rrientes que se estudian en In escuela secundaria, En unos pocos
casos se dan indicaciones. Algunas de estas construcciones pueden
simplificarse mucho por medio de teoremas mis avanzados de la
geometrfa euclidiana, También resulta un buen cjercicio suple-
mentario hacer las demostraciones geométricas o algebraicas de
cada construccién. Aunque la lista de ejercicios es larga y pudo
haber sido mucho mds larga, hay tambié¢n muchas construcciones
que no son posibles empleando uinicamente regla y compis. kn
las tres secciones siguientes estudinremos los fundamentos algebrai-
cos para determinar si es posible o no hacer una construccion de-
terminada valiéndgse unicamente de regla y compis,

EJERCICIOS

Hacer las construcciones siguicntes ntilizando tinicatnente regla y compiis:
1, l.a simetral de vn segmento de recta dado.

Un dngulo igual a un dngulo dado.

Ia bisectyiz de un fngulo dado.

Una recta que pase por un punto dado y sea paralela n una recta dada,

oo N

Dividir un segmento de recta dado en 2t partes iguales,

6. Dividir un segmenta de recta dado ¢n partes proposcionales a /i seginentos
de recta dados.

7. La cuarta proporcional de tres segmentos de vecta dados, ¢s decly, cons
truir » $i vfs = mfn

8. La perpendicular 2 una recta dada en un punto dade que sc cncuentre
a) sobre la recta, y b) fuera de ella,

9, La media proporcional (medio geoméirico) entre dos segmentos de
recta dados; es decir, construir 5 si a)s = s/

10, La circunferencia que pase por tres puntos dados ne colineales,

11, La circunferencia circunscrita a un trifingulo dado,

12, La circunferencia inscrita en un widngule dado.

18. El centio de una circunferencia, dado un arco de elia.
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14. La tangente a una circunferencia dada en un punto dado.

15. Las tangentes 2 una civcunferencia dada desde un punto fuera de ella.

16. Las tangenles exteriores comunes a dog circunferencias dadas, cn el caso
en que sca posible, (Indicacidn: Dadas dos circunferencias de centros 0, 0" y de
yadios r ¥y ¥ vespectivamente, en gue ¥ = v, consuryiy una circunferencia con
centro de radio ¥— »* y valerse del Ejercicio 15, tomando ' como punto exterior) .

17. T.as tangentes intcriores comunes a dos circunferencias dadas, en el caso
de que cxistan, (Indicacién: Esta construccién puede hacerse de manera andloga
a la aapleada en el Ejercicio 16, construyenido primero una dreunferencia de
vadio v 4 ¥ en tomo de 0)

18, Un wiingulo que tenga tres lados dados,

18. Un tridgngulo que tenga dos lados y el dngulo comprendido dados.

20. Un uiangulo que tenga dos dngulos y un lado dados. (Indicacidn: Dados
dos dngulos cualesquiera de un tridngulo, el ercer dngulo pucde encontrarse
valiéndose del hecho de que en la geomewrfa euclidiana, la suma de tres dngu-
los de un tridngulo ¢s un dngulo extendido) .

21, Un wiaongulo (no cs siempre tinico) que tenga dados dos lados y ¢l
dngulo opuesto a uno de c¢llos,

22, Trsectar un dngulo recto.

28. Insribir poligonos regulares de tres, seis y doce lados en una circun-
ferencia dada.

24. lpscribir poligonos regulares de cuatrva, ocho y dieciscis ladas en una
avcunferencia dada,

25, lpscribir poligonos de cinco y diez lados cn una circunferencia dada.

26. Inseribir un poligono regulay de quince lados en una circunferencia da-
da. [Indicacidn: valerse de un lado o del dangulo del centro de un exdgono (scis
lados)y regular inscrito y lo mismo de un decigono (dicz lados) regular inscritn].

27. Circunscribir a upa circunderencia dada peligonos regulares de tres, cua-
tro, cinco, seis, ocho, diez y doce lados.

V1-38 EL PUNTO DE VISTA ALGE.
BRAILICO. Losgebmetras griegos idearon muchas construc-
ciones con regla y compids. Sin embargo, trataron en vano de re-
solver mediante construcciones clisicas problemas tales como la
duplicacidon de un cubo, la cuadratura de un circulo, y Ia trisec
cién de un dngulo (Cap. vi-6). Durante el siglo diecinueve se
dieron demosiraciones algebraicas para probar que estos tres pro-
blemas no pueden resolverse exclusivamente con regla y compids
(Cap. vi-6). Sin embargo, pueden resolverse, mediante construc-
ciones no cldsicas. En general, el criterio algebraico o analitico
sobre las posibilidades de construccidn (Cap. vi-4 y Cap. vi-B) per-
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mite determinar exactamente qué problemas de construccion cli-
sicos tienen solucién, es decir, qué problemas de construccidn se
pueden reésolver valiéndose unicamente de regla y compis. Por
ejemplo, las consideraciones algebraicas llevaron a la construccion
cldsica de un poligono regular de 17 lados cuya posibilidad de cons-
truccién de acuerdo con las restricciones clisicas, ni siquiera se sos.
pechd durante los veinte siglos transcunrridos desde los tiempos de
Euclides hasta la época de Gauss (Bibliograffa N? 15, pag. 353) .

Las proposiciones algebraicas correspondientes a las cinco su-
posiciones formuladas en el Cap. vi-1, son:

(i"y Sc puede determinar la ecuacién de una recta que pasa por
dos puntos dados.

(ii") Es posible establecer la ecuacion de una circunferencia gue
tenga un centro y un radio dados.

(ii’y Es posible determinar las coordenadas del punto de in-
terseccién de dos rectas dadas cualesquiera no paralelas.

{(iv"} Es posible determinar las coordenadas de los puntos de in-
terseccién de una recta dada y de una circunferencia dada, en el
caso de que estos puntos existan.

(v") Es posible determinar las coordenadas de los puntos de in-
terseccion de dos circunferencias dadas, en caso de que éstos existan.

Todos los resultados anteriores pueden hallarse algebraicamen-
tc empleando coordenadas cartesianas ortogonales, las cuatro ope-
raciones racionales y la extraccion de raices cuadradas reales; e in-
versamente, sélo pueden resolverse por medio de regla v compids
problemas que sean algebraicamente equivalentes a los citados an-
teriormente. Por lo tanto, existe un criterio algebraico para de-
terminar si alguna construccién particular puede o no realizarse
empleando unicamente regla y compds. Estos criterios se [ormulan
mas facilmente mediante las cuatro operaciones racionales y la ex--
traccién de raices cuadradas. En la seccién siguiente considerarve-
mos construcciones clisicas bien determinadas, las construcciones
cldsicas bdsicas que pueden utilizarse para efectuar estas cinco ope-
raciones.

V-4 CONSTRUCCIONES CLASITICAS
BASICAS. Acabamos de sefialar que toda construccion cli-
sica posible debe ser equivalente algebraicamente a un nimero
finito de pasos en que se usen sélo las cuatre operaciones racio-
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nales y la extraccion de rafces cuadradas. Ahora vamos a verificar
que estas cinco operaciones pueden realizarse utilizando unica-
mente regla y compds.

Dados los segmentos de recta de longitud m y n, respectivamen-
te, podemos construir ficilmente segmentos de longitud m, n, m
- n, y m — n sobre cualquiera recta dada. 8i se da ademds un
segmento de longitud igual a Ta unidad, podemos construir seg-
mentos de longitad mn y m/n como en la Fig. vi-1. Lstas dos cons-

1
// /\
A e S

m mn m min
Fic. vi-l

n

trucciones se basan en que una recta paralela a un lado de un
tridngulo divide a los otros dos lados en la misma razén. Por con-
siguiente, tenemos las proporciones me ; m = n : 1 ym : (mfn)
= n : 1, respectivamente, en los tridngulos de la Fig. vi-1. Des-
pucs de esto, podemos sumar, sustraer, multiplicar y dividir seg-
menios de recta en el sentido que hemos sefialado, utilizando Gni-
camente regla y compids, es decir, se pueden efectuar las cuatro
operaciones racionales por medio de construcciones cldsicas.

La extraccion de raiz cuadrada es un caso especial de hallar
el medio geométrico o la media proporcional (Ejercicio 9, Cap.
vI-2). La demostracién de esta construccidon clisica se basa en que
cualquier tridngulo inscrito en wuna semicircanferencia es unm
tridingulo rectingulo. Asi el A ABC c
en fa Fig. vi-2 es un tridangulo rectin-
gulo. Ll segmento €D es perpendicu-
lar a AB cn D, sicndo AD = m y DB
= n. Luwego, los tridngulos ADCy 4
CDB son semejantes y AD/CD —
CD/DB, de donde CD = \/mn. El
caso especial \/m en que estamos em-
peitados, pueden efectuarse haciendo FiG, vi-2
n = 1) para cualquier segmento de recta dado de longitud m me-
diante los métodos cldsicos si se da un segmento de longitud igual
a la unidad (o bien, se puede obtener de los datos dados median-
te los métodos clasicos) .

12941



vt~ 4 Constroccicnes clisteas hisicas

Dado un segmento de longitud igual a la unidad y segmentos
m y n, podemos construir segmentos m - n, m — n, m - 1, Mm;/n
y \/mn, es decir, hemos verificado ahora que, dado un segmento
de longitud igual a la unidad, pueden combinarse segmentos dec
recta clados cmalesquiera por medio de las cuatro operaciones ra-
cionales y de la extraccién de raiz cuadrada empleando Gnicamen-
te regla y compas. A la inversa, dado que toda construccion cld-
sica debe constar de un numero [inito de aplicaciones de las cinco
suposiciones fundamentales (Cap. vi-1) y cada una de ellas debe
efectuarse por medio de las cuairo operaciones racionales y la ex-
traccidn de rafces cuadradas, hemos demostirado que toda cons-
trucciéon cldsica debe constar de un conjunto finito de construc-
ciones cldsicas basicas. Ahora bien, deliniremos una figura geomd-
trica plana como cualquier conjunto de puntos y rectas en un
plano, y obtenemos cl

TEOREMA VI-1. Es posible construir wna figura geométrica plana
por medio de regla y compds si y sdlo si las coordenadas carte-
sianas ortogonales de sus punios (vértices, etc.) pueden obte-
nerse de aqudllas de la figure dada,,mediante un ndmero finilo
de operaciones racionales y extracciones de raices cuadradas
reales.

Todos los numeros racionales y expresiones, Llales como

V10 — 2 /5 pueden construirse con regla y compds una vez que
se haya elegido una unidad. La expresién citada cs la longitud
de un lado de un pentigono regular inscrito en un circulo de
radio dos. En la seccién que sigue veremos quc toda expresion sus-
ceptible de construirse como aquélla es una raiz de una ecuacion
irreducible con coeficientes enteros de grado igual @ una potencia
entera de 2.

EJERGICIOS

1. Dado un segmento como unsdad, construir segmentos de longitudes iguales a
53,224 V5 V3 4 VB

2. Dividir un segmento de recta dado en cinco partes iguales

3, Dividir un segmento de recta dado en partes proporcionales u ires segmen-

1os de recta dados.
4. Construir una estrella de cinco puntas,
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5. Constriur un exidgono regular, dado su lado.
6. Dado un triinguie obtusingulo, construir las circunferencias nscrita y
circunscrita,
7. Hacer una demostracidon algebraica de la construccidn de un decigono

regular (Bibliogratfa N® 13; pags. 122-123), (Bibliograffa N° 6; pags. 191-194},
8. Dado el eje x, ¢l origen y cl punto (1,1} en un plano, construir los puntos:
2 3 — — o 4
a) 4.0 D) (=2 s 0y ) (=544 /2,004 29; ¢ (/3 V5.
9. Jd. al Ejercicio 8, construir los grificos de a) x = 5: b) 2x 4 3y = 6;
g VIt =2V3
10. Demostrar que el grifico de cualquier recta con coeficientes constructi-

bles puede ser construida por los métodos clisicos.
11. Demostrar que cualquiera circunferencia

Myl fdy4e=0

cuyos cocficicntes pucden construirse, puede tambidn constvuirse,

VI-5 CONSTRUCCIONES DE RAICES
DE ECUACIONES. Toda ccuaciéon lineal tiene una
raiz que puede expresarse por medio de los coeficientes, emplean-
do tnicamente operaciones racionales. En consecuencia, cualquie-
ra ccuacién lineal con coeficientes susceptibles de construirse tiene
una raiz que es posible construir y que se representa por un namero,
Se dice que este nimero es constructible si es posible obtener el
scgmento de recta correspondiente de los datos dados, cualesquiera
sean las restricciones que se hayan establecido. En esta seccion
nos dedicaremos a nilimeros cuya construccidn es posible dnicamente
con regla y compds.

Cualqguiera ecttacidon cupdritica puede escribirse en la forma

(VI-1) X —ax 4+ b =20
Las raices de esta ecuacién son precisamente (Bibliografia N° 15;

pags. 355-356) las intersecciones con el eje x, de la circunferencia

(V1-2) (z—g)2+(y_“2*1)*,=a’+(z—1)"‘,

a? n!ﬂ
(-3 =%-v

cuando y = 0. Cualquiera ecuacién cuadritica con coelicientes
susceptibles de construirse puede expresarse en la forma (vi-1),
donde @ y b son constructibles. Las coordenadas del centro y el

que queda reducida a
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vi-5 Construceiones de raices de cenaciones
radio de la circunferencia (v1-2) son, por lo tanto, susceptibles de
construir. En consecuencia, las rafces reales de cualquiera ecuacion
cuadritica con coeficientes susceptibles de construir pueden cons-
truirse siempre que tales raices reales existan. Ya hemos demostrado

TEOREMA Vi - 2. S§i los couficientes de una recuacién lincal o
cuadrdtica pueden construirse basindose sobre los datos dados
empleando tnicamente regla y compds, entonces las raices reales
de la ecuacion pueden construirse empleando tinicamente regla
y compds.

Consideraremos en seguida unos cuantos resultados de ccuacio-
nes de grado mayor que dos. Sin cmbargo, no intentarcmos ¢x-
poner una teoriz completa sobre estas ecuaciones.

En el anillo de los polinomios con coeficientes enteros (Cap.
1 -2) un polinomio dado p(x) es reducible dentro del anillo de
los enteros (Cap. HE-6) si y sélo si puede expresarse en la forma
p(x) = q{x} « 7(x), en donde g(x) y 7(x) son polinomios de grado
positivo con coeficientes enteros. En particular, cualquict polino-
mio no lineal con coeficientes enteros y una rafz racional es redu-
cible dentro del anillo de los enteros. Si una ccuacién irreducible
f(x) = 0 con coeficientes racionales ticne una raiz susceptible de
construirse r, esto significa que tiene una raiz que pubile expresarse
por medic de las operaciones racionales y la extraccién de raices
cuadradas. Luego (segfin teorias mdés avanzadas de dlgebra) todas
las raices de f(x) = 0 son conjugadas de v y pueden obtenerse de
r exactamente como 1 — \/E’.* puede obtenerse de 1 4 \vr’E Por

ejemplo, el namero V10 — 2\/_5"; quc se menciond al final del Cap.
vi-4 es unu raiz de x4 — 20 x? - 80 = 0. Esta ecuacion tiene las
rafcesV 10 — 2\/5—, V10 + 2\/5':“'\.’{ 10 — 2\/5',' T - /5.
¥an general, el grado de cualquiera ecuacion irreducible que tenga
una raiz real susceptibie de construir debe ser de Ia forma d = 2%,
en donde k es un entero no negativo, Esto result: evidente intuiti-
vamente, ya que cualquiera rajz racional es una raiz de una ecuacidn
irreductible de grado 1 = 29 y cualquiera raiz irracional susceptibie
de construirse es una de entre un numero par de raices conjugacas
(incluyendo clla misma) que resulta de la raiz dada al considerar
cada uno de los radicales alternadamente como positivos y negati-
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Meserpe { Conceptos fundamentales de dlgebra
vos. Sea f{x) — 0 una ecuacidn polinomia con coclicientes raciona-
les que tenga precisamente como rafces lus 2™ conjugadas obtenidas
de esta manera, Luego f(x) tiecne grado 2”. Sin embargo, con este
método de calcular las raices conjugadas puede ocurrir que algunas
raices se cuenten mds de una vez, como por ¢jemplo, cuando el nu-
mero dado cuya construccion es posible, es

VE-vV24+ V3+ V54 V2~ V3B

Ln estos casus puede demostrarse (Bibliografia N¢ 30; pdgs. 5-12)
que toda rafz se cuenta exactamente s veces, para algin s entero
positivo, siendo s divisor de m, y que si gfx)} = 0 es una ecuacidn
polinomia irreducible con coeficientes racionales que ticne como
raiz el nimero dado que es susceptible de construir, entonces g(x)
= 0 tiene como raices las rafces distintas de f(x) = 0 y f(x) =
c[g(x)]", siecndo ¢ una constante. Por lo tanto, el grado d de g(x)
satisface 1a relacidn d* = 2", de donde d = 2* para algin entero
positivo k. Como consecuencia de este resultado tenemos

TEOREMA VI - 3. Una ecuacion polinomia irreductible con coe-
ficrentes racronales y de grado d, en que d no pucda expresarse
como una potencia entera de 2, no lienc ninguna raiz que pucda
construirse valiéndose unicamente de regla y compds con la uni-
dad de longilud dada.

Néiese que no sc¢ pueden construir todas las raices reales de las
ecuaciones polinomias irreducibles con coeficientes racionales y de
grado 2" para todo entero m (Cap. 1v-5). Al estudiar algunos de
los problemas cldsicos de construceidn en el Cap. vi-6, nos servird
mucho el Teorema vi- 3.

1 JERCICIOS

. Hacer upa ligta de cinco ndmeres irracionales constractubles,

2. Elegir un segmento de recta como uuslad ¥ construir los nimeros de la
lista hecha en ¢] Fjercicio 1. '

8 Indicar ¢l conjunto de conjugades asociados con cada uno de los ni-
meros dados en el Ejercicio 1.
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vi=6 Irobleinas de construecidn [amosos

4. Indicar una ecuacion irveductible con cocficientes enteros para cada ni-
mero del Ejercicio 1 v que tenga el mimero dado como raiz,

5. Dado un sistema de coordenadas, construiy las raices de las siguientes
ccuaciones:

a) 3x -5 —=20;

bxte 6x—1=0;

€ 2% g 5x—=F =0

) & op Sx*—1 = 0.

6. Encontrar los conjugiados distimtos de cada uno de los sigimentes niinieros:

14D 2 vad Ve V14 V2o Vi va

7. Hallar una ecuacion irreducible con coefigientes cnteros que se satisfaga
con cada wno de los niimeros dados en el Ejercicio 6.

8. Dar ejemplos de tres ecuaciones polinomias con coelicientes enteros que
no puedan resolverse grificamente utilizando tnicamente vegla y compiis.

9. 8¢ puede demwostrar (Bibliograffa N 15; pdg. 379) que un peligono re.
guiar de m lados puede construirse usande Unjcamente rvegly y compis, si y
sdlo si

n =2.P.lpl“ - Pm'
en que los f, son numeros primos distintos de [a forma 2 4 1. Indicar en la
fortmula anterior todos los valores de n =< 30 tales que un poligono vegular de n
lados pucda construirse medianie regla y compis, (Gauss fue ¢l primerc en des-
cubrir una férmula para este resuitado cuando & era alin muy joven y este hecho
influyé grandemente en su decision de consagrar st vida a 1as matemgiticas) .

V1-6 PROBLEMAS DE CONSTRUCCION
FAMOSOS. Hay tres problemas clisicos de construccién que
ban constituido un desafio para los gedmetras durante muchos
siglos: la construccion de un cubo cuyo volumen sea ¢l doble de
aquél de un cubo dado (la “duplicaciéon” de un cubo), la cons
truccién de un cuadrado cuya drea sea igual a aquélla de un circu-
lo dado (la “cuadratura” de wn circulo), y la triscccién de cual-
quicr dngulo cado. Estos problemas fueron conocidos por los
gricgos de la antigiiedad y ain hoy dia se proponen soluciones
de ellos. No obstante, en la actualidad podemos valernos de crile-
rios algebraicos (Cap. vi-3 y Cap. vi-5) para establecer que ¢s
imposible resolver estos problemas conforme a las restricciones cli-
sicas. En las Secciones 7 y 8 de este Gapitulo vi examinaremos unos
cuantos métoctos no clasicos para resolver el problema de la trisec-
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cién y haremos notar la manera en que cada solucién contraviene
lus restricciones clasicas,

Construccion, de un cubo cuyo volumen sea el doble de aquél
de un cubo dado. Este problema es llamado a veces problema de
Delos. De acuerdo con la tradicién, este problema surgid cuando
el ordculo de Delos aconsejé a los atenienses que duplicaran la
medida del altar de Apolo. Si se elige como unidad de longitud la
arista del cubo dado, se necesita construir un segmento de recta de
Jongitud x tal que x* — 2. La ecnacién ¥’ — 2 = 0 ¢s irreducible
en el anillo de los polinomios con coeficientes enteros, ya que segun
el Teorema 1v - 9 no tiene una raiz racional, luego, segun el Teo-
rema vi - 3, no tiene una raiz susceptible de construirse. En con-
secuencia, no es posible construir x == /2 y €l problema de Delos
no puede resolverse empleando tinicamente regla y compds. El pro-
blema puede resolverse ficilmente por métodos no cldsicos. Por
ejemplo, podemos hacer el grifico de la curva y == x* y hallar su
interseccién con la recta y = 2,

Construccion de un cuadrado cuya drea sea igual a agquélla de
un circulo dado. Si elegimos como unidad de longitud el radio
de un circulo dado, €l problema se reduce a la construccion de una
raiz de la ecuacién x* = x, lo que sélo es posible si el nimero
trascendente (Cap. 1 - 10) x es susceptible de construirse. A con-
finuacién observamos que segun las limitaciones clasicas todo ni-
mero susceptible de construirse es algebraico (Cap. 1-10) y por
lo tanto, ningin ntmero trascendente puede construirse valién-
dosc Gnicamente dec regla y compds. Dado que de acuerdo a las
restricciones cldsicas todo numero susceptible de construirse puede
expresarse por medio de mimeros enteros empleando las operacio-
nes racionales y la extraccién de raices cuadradas, todo numero
cuya construccion es posible satisfuce una ecuacién polinomia con
coeficientes enteros y en consecuencia es un numero algebraico.
Es asi como el ntimero trascendente \/an no es counstructible por
medio de los métodos cldsicos, y la construccion de un cuadrado
cuya drea sea igual a aquélla de un circulo dado no puede reali-
zarse empleando tnicamente regla y compis.

Yn 1882, Lindemann demostrd, por primera vez, que x es un
ntimero trascentlente. No obstante, las construcciones no clasicas
de m se conocen desde hace muchos siglos (Bibliografia N¢ 30;
pags. 55-80) . Hacia el afio 400 2. J. C. Hipias de Elis hizo una
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vi -6 Problemas de construccibén famosos
construccién no cldsica de una curva conocida con ¢l nombre de
cuadratriz (Bibliografia N? 55; pags. 19-20), que podia usarse para -
obtener x y para trisectar cualquier dngulo. Brevemente, dado un
cuadrante de un circulo O4B, como en la Fig. vi-3, se considera
un punto @ que se mueve con velocidad constante a lo largo del
arco 4B y un punto R que sc mueve con velocidad constante a lo
largo del radio OB de tal modo que los dos puntos parten simul-
tdneamente de 4 y O, respectivamente, y llegan simultdneamente
a B. En cualquicr instante ¢, podemos designar las posiciones de
los puntos por R, y Q. El lugar geométrico
BPD de la interseccion de radio 0Q, y de B
lu recta correspondiente paralela a 04 que Yy
pasa por R, constituye la cuadratriz. La cua-
dratriz puede obtenerse también deslizando
el punto 1 a lo largo de la recta OB a una
velocidad constante v haciendo girar el
circulo en torno de O a una velocidad cons-

h Y
%
\‘ o
P
II
b A
tante. Fi6. vi-3
La ecuacién de la cuadratriz puede obtenerse de las relaciones

o

(V1-38) y = ct, arc tg yfx = ki,

en que Pi(x, y) es un punto general de la cuadratriz y t indica el
tiempo en que las particulas @ y R han estado en movimiento.
Elijamos la unidad de tiempo de modo quec a medida que R se
mucva desde O hasta B, ¢ varie de 0 a 1. Luego n/2 = k, e y/x =
tg nt/2 es una ecuacién de la cuadratriz. Si clegimos también la
unidad de longitud de modo que OB = 1, tenemos que 1 = ¢,
dedonde y = t y x = tftg (nt/2). Si t = 0, esta relacién puede
usarse para obtener O = 2/x por medio de los métodos que sc
estudian en cdlculo para tratar férmulas indeterminadas. En con-
secuencia, 2/x y por lo tanto, 5 puede construirse por medio de Ia
cuadratriz, regla y compis,

La triscccion de un dngulo dado. Este problema es aun muy
popular por cuanto todavia se proponen soluciones casi todos los
afios. Estas soluciones son inevitablemente construcciones no clé-
sicas, aunque a menudo no sea esa la intencién. Consideraremos
primeramente una demostracién algebraica de la imposibilidad
del problema de la triseccidn conforme a las restricciones clisicas
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y en seguida (Cap. vi-7 y Cap. vi-8) consideraremos unas cuantas
soluciones no cldsicas.

La demostracién corriente para probar que existe por lo menos
un dngulo que no puede trisectarse por medio de los métodos cla-
sicos se vale de unas pocas identidades trigonométricas y de un
ingulo de 120° Dado un dngulo de 120° buscamos un ingulo de
40°. La construccidén de un dngulo de 40° es equivalente a la cons-
truccién de un tridngelo rectdngulo cuya hipotenusa es la unidad
y su base es cos 40° Dec esta mancra un dngulo de 120° puedc
Lrisectarse si y sélo si se puede construir un segmento de recta de
longitud cos 40°, De cos 120° = — 4 y de la identidad trigono-
métrica

4 cos® x — 3 cos ¥ = cos 3x,

podemos obtener la relacién
4 cos® 400 v 3 cos 400 4~ 1 = 0.
Haciendo y = cos 10°, tenemos
, 49— % -} =0
Multiplicando por 2 y haciendo la sustitucién z — 2y, resulta
23z 1=0

esta ccuacidn no tiene raices racionales (Tcorema 1v-9) y por
consiguiente es itreducible en el anillo de los polinomios con
coeficientes enteros. Luego, segiin el Teorema vi-3%, su raiz no
puede construirse y z = 2 cos 40° no es constructible, es decir, un
dngulo de 120° no puede trisectarse y el problema de la triseccién
no es posible conforme a las restricciones cldsicas.

La demostraciéon anterior mediante los Teoremas v-9 y vi-3,
de que ninguna raiz z es susceptible de construirse puede expre-
sarse también de una manera mis sencilla, como sigue: Las
unicas raices-racionales posible de la ecvacién 2' — 3z 4+ 1 = 0
deben ser enteros, dado que el coeticiente principal es la unidad
y cualquicra raiz racional debe ser divisor del término constante.
Por lo tanto, las tinicas rafces racionales posibles son 41 y —I.
Dado que ninguno de estos enteros es una raiz, la ecuacién no
tiene rafces racionales. Si la ecuacién tuviera una raiz expresable

por medio de irracionales cuadriticos tal como a -+ b\/2, tendria
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v - 7 Trisccciones geométricas no clisicas

también como raiz al irracional conjugado a — b\/2 y la raiz res-
tante (la tercera) seria racional. Dado que cualquier mimero cuya
construccién es posible mediante los métodos cldsicos puede expre-
sarse por medio de enteros utilizando un ndmero fmito de opera-
ciones racionales y la extraccién de raices cuadradus, todo nimero
no racional susceptible de construirse forma parte de un conjunto
de un nimero par de conjugados (incluso €l mismo) (Cap. vi-5).
Por lo tanto, cualquiera ecuacién con coeficientes enteros que
tenga una rafz irracional susceptible de construirse, debe tener un
nimero par de rafces irracionales. En particular, cualquiera ecua-
cién cabica con coeficientes enteros que tenga por Jo menos una
raiz irracional susceptible de construirse debe tener exactamente
dos rafces irracionales y una rafz racional. En consccuencia, si la
ecuacién cibica citada no tiene ninguna raiz racional, esto implica
que no tiene ninguna rafz susceptible de construirse. Como en el
caso anterior, esto implica que un dngulo de 1202 no puede trisec-
tarse, de donde se deduce que no todo 4dngulo puede triscctarse
y que el problema de la triseccién no puede resolverse usando
unicamente regla y compds. En las dos secciones que siguen consi-
deraremos unos cuantos métodos no cldsicos para trisectar dngulos
y veremos en qué contravienen las restricciones clésicas.

LEJERCICIOS

1. ;Es posible dividir un dngulo arbitrario cn siete partes iguales conforme
a las restricciones cldsicas? Explicar.

2. Indicar una construccion clisica de dicciscis puntos cualesquiera 'de la
elipse

4 o v = 1.

3. ;Sc pucde hacer ¢} gyifico completo de Ia elipse det Ejercicio 2 conforme
a los métodos clisicos? Explicar,

4. Proponer una construccidn no clisica de la elipse del Ejercicio 2.

5. Formular las condiciones necesarias ¥ suficientes gue deben cumplic los
coeficientes de la ecuacidon 4x* .- Bxy 4 Cy' - Dx 4 Ey 4 F = 0 para que
pueda dibujarse el grifico completo de la ecuacion unlizndo unicamente regla
y compds (Cap. vir-3) .

V1-7 TRISECCIONES GEOMETRICAS
NO CLASICAS. Enunadelas mis antiguas y mits senci-
lias construcciones de la triseccién de dangulos se desestima la limi-
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tacién clasica de que no debe usarse marcas en la regla, Esta
construccion se atribuye a Arquimedes. Necesita solamente compis
y una regla con dos marcas en
ella. Una regla graduada ser-
vira muy bien,
Dado cualquier dngulo agu-
do ABC (Fig. vi-4) constri-
yase una circunferencia de
7 radio 7 en torno al vértice B.
Sea D la interseccidn de la cir-
cunferencia con el lado BC.
Proléngucse el lado 4B mis
alld de B. Mirquese en la re-
gla la longitund r = BD. En
seguida manténgase la regla sobre D y deslicese una marca a lo largo
de la prolongacién de 4B hasta que la otra marea toque a la circun-
{erencia en algém punto F. Tricese DF y prolénguese hasta que corte
a AB en E. Entonces <BEF == } <4BC. Esto se demuestra como
sigue: Tricese BF y designese los angulos como cn la Fig. vi-4. En-
¢ tonces EF = FB = BD == 1, <1 = <2, <% = < 4. Dado, quc
<8 es un dngulo exterior del tridngulo BEF y <5 es un dngulo
exterior del tridngulo BED, tenemos <3 = <1 4 <2 = <1 4
<h<b=<l 4 <4 =<1+ <3=cl+4+ <l + <1 ¥
por consiguiente <ABC = <8 BEF. Esta no es una solucién cld-
sica del problema de la triseccién, ya que se emplean marcas so-
bre la regla.
Hipias de Elis hacia el afio 400 a. c. (Cap. vi-6) ideo otra so-
lucion no clasica del problema de la triseccién. Este método se vale
de la cuadratriz (Fig. vi-3). De las relaciones (vi-3), tenemos

Fig. vi-4

<A0Q, : <A0Q, = OR, : OR,

de donde el ingulo 40Q, puede uisectarse haciendo OR, =--OR,,
R,T paralela a Od, y wazando OT'Q, Entonces <40Q; = %
< AOQ,. Esta solucién del problema de la triseccién no satisface
las restricciones cldsicas dado que la cuadratriz no puede dibujarse
exactamente mediante los métodos cldsicos.

Varias soluciones que se han propuesto para el problema de la
triseccién constan de una sucesién de pasos en que se trazan rectas
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vi-7 Trisecciones geométricas no cléisicas
tan cerca como s¢ desee de las rectas pedidas que trisectarian al
dngulo. Estas soluciones no satisfacen las restricciones cldsicas, dado
que se deben trazar las rectas pedidas en un ntmero finito de pasos.

La popularidad del problema de la triseccién se manifiesta en
el niimero siempre creciente de inventores de métodos para tri-
sectar dngulos, El Chicago Sun del 5 de enero de 1948, publicaba un
articulo titulado “¢Trisectar un dngulo? Sencillo...El insiste”,
La construccién descrita en el articulo se vale de un circulo de
didmetro igual al ancho de la regla empleada, coloca el dngulo
superior izquierdo de la regla a lo largo de cierta recta, y manipu-
1a 1a regla hasta que el dngulo superior derecho toque a otra recta.
Aunque esta construccidn no utiliza marcas sobre la regla, se vale
del ancho fijo de la regla, lo que es contrario a las limitaciones
cldsicas que se imponen al problema (Cap. vi-1),

La aparicién frecuente de métodos para trisectar dngulos pone
de relieve el hecho de que matemdticos y profesores aun no han
logrado difundir la realidad sobre el problema de la triseccién, es
decir, que este problema tiene ficil solucién por meétodos no cld-
sicos, pero que no puede resolverse sujeto a las restricciones cldsicas,

Hay muchas otras construcciones no cldsicas para resolver el
problema de la trisecci6n (Bibliograffa N© 55). Varias de éstas
se valen de curvas, tales como el grifico de

2 4 xyf 4+ oay' — Sax' =0, y
(Fig. vi-5) que no pueden cons
truirse empleando unicamente re-
gla y compds. La curva de la fi-
gura vI-5 se denomina la "Trisectriz
de Maclaurin y puede usarse para
triscetar cualquier #ngulo. Dada
wna Trisectriz de Maclaurin y
cualquier éngulo ABC, trdcese una
recta m por el punto (2a, 0) que
forme un 4ngulo igual al dngulo Fig, vi-5
dado en el eje positivo de las x. Encuéntrense las tres interseccio-
nes P,, P,, P, de la recta m con la curva dada, Una de las rec-
tas P,0, donde O es el origen, forma un Angulo con el eje posi-
tivo de las x igual a un tercio del dngulo dado. No es diffcil de-
terminar cudl de las tres rectas P,0 debe usarsc, ya que se puede

I
=]
o o o
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comparar rdpidamente tres veces cada uno de los tres dngulos ob-
tenidos con el dngulo dado. Este método de trisectar dngulos se
trata en muchos textos de geometria analitica. No se atiene a las li-
mitaciones clisicas impuestas al problema en cuanto emplea una
curva que no puede construirse usando Minicamente regla y compds,

Ya hemos considerado varias construcciones no cldsicas para
resolver el problema de la triseccién y hemos hecho notar la forma
en que cada método contraviene las restricciones clisicas impues-
tas sobre el problema. En la seccidn siguiente estudiaremos unos
cuantos trisectores mecdnicos,

RJERCICIOSB

1. Valiénduese de la construccidn de Arquimedes y del Ejercicio 22, Cap. Vi-2,
encontrar un método para trisectay dngulos de cualquier medida.

2. Dibujar dngulos de aproximadamente 80°, 1507, 250°, 300° y 350°. Tii
seciay cada uno de los dnguios que sc acaba de dibujar.

8. Describir ¢ ilnstray ln solucién no clisica de Pappus del problema de la
thiseccion, utilizando reply, compds, y la construccién de una hipérbola (Biblio-
gralia N b5; pdgs. 22-23) .

VI-8 TRISECTORES DE ANGULO ME-
CANICOS . Hay varias clases de trisectores mecinicos de
dngulo que varian en complejidad desde la tapa de una lata de
café con dos varillas prendidas (Bibliograffa N? 4) hasta los poli-
gonos articulados (sistemas de varillas unidas entre si por ejes de
articulaciébn) en cuya construccién hay que efectuar mediciones
muy* cuidadosas.

El risector de angulo sencillo que citamos anterioymente puede
hacerse con cualquier disco circular. Es una variante del toma-
hawk* (Bibliograffa N¢ 55; pag. 37). Sea r el radio del disco y O
el centro. Préndase firmemente al disco, una varilla OPQ de lon-
gitud 2r. En seguida préndase una segunda varilla P7T tangente
al disco en P (Fig. vi-6). Este invento puede usarse para frisectar
cualquier dngulo dado ABC resbalando TP por B hasta que el
disco esté tangente a un lado del dngulo dado, digamos en E,'y
Q se encuentre en el otro lado (Fig. vi-7). Los tridngulos rectdn-

*Especie de hacha de los indios (ge. uu.}. N. de la T.
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Fie. vi-G

gulos QBP, OBP y OBE son con-
gruentes, luego las rectas BP y BO
trisectan el dngulo dado.

Un sencillo trisector de dngulos
hecho de cuatro varillas de made-
ra (Bibliografia N¢ 5) esta basado
en la construccién de Arquimides
(Cap. vi:7) . Otro tipo de trisector

de 4ngulo, el isoclindstato de Sylvester (Fig. vi-8) consiste en cua-
tro varillas (04, OC, OF y OG) sujetas juntas por un eje en uno
de sus extremos y unidas por un sistema de varillas mds cortas que
mantienen iguales a los dngulos formados por las varillas Iargas

c

T8 A

Fig. vi-7

(Ejercicios 1, Cap. v1:9). Debido a
que este tipo de mecanismo podfa
usarse para dividir un 4dngulo en
cualquier niimera de partes igua-
les se denomind “isoclindstato™. Se
puede colegir Ia procedencia de la
idea original de Sylvester para este
mecanismo de la cita siguiente ex-
traida del titulo del impreso en

que se publicé por primera vez: “Sobre el Abanico de una

Dama, ..."”.

Otro trisector de dngulo (poligono articulado) fue inventado
por un abogado de Londres, Alfredo Bray Kempe, en 1877. Kempe

Fic. vi.8

se interesd en estos meca-
nismos después de oir ‘la
conferenciz de Sylvester so-
bre este tema. Su trisector
de 4ngulo (Fig, vi9) se
basa en ¢l uso de paraleis-
gramos invertidos (cuadri-
literos de lados opuestos
iguales y con un par de la-
dos opuestos que se cruzan
entre si) semejantes,

ABCD ~ ADEF ~ AFGH,

1807 (
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y puede usarse para cualquier dngulo menor que una revolucién
completa.

Fic. v1-9

Hasta aqui hemos demostrado que el problema de la triseccién
clisica es imposible y hemos visto que empleando un transpor-
tadox, un poligono articulado, una regla marcada, una curva ade-
cuada, etc., ¢l problema de la triseccién puede resolverse facilmente
por métodos no clasicos. La seccién siguiente contiene un estudio
' mas general sobre poligonos articulados.

VI-9 POLIGONOS ARTICULADOS. Un
poligono articulado puede definirse como un sistema de varillas
unidas por ejes de articulacidén con el objeto de permitir movi-
mientos articulados sin que se produzcan deslizamientos. Entre
1860 y 1895 se hicieron muchos trabajos relucionados con estos
mecanismos. James Watt no estaba satisfecho com el mecanismo
empleado en la miquina a vapor para transformar el movimiento
en linea recta del pistén en movimiento circular de las ruedas.
Esta y otras consideraciones mds fundamentales lievaron a una
serie de intentos para construir una linea tedricamente recta. Esta
recta (la inversa de una circunferencia con respecto a un punto
sobre ella) fue lograda por fin por Peaucellier en 1864 e indepen-
dientemente por Lipkin en 1871 (Bibliograffa N¢ 25). Bricard
obtuvo otra solucién en 1895. El rdpido desarrollo y popularidad
del tema se manifiesta en que de veintiséis trabajos presentados
a la Asamblea General Anual de la Sociedad Matemética de Lon-
dres el 11 de noviembre de 1875, seis eran sobre poligones articu-
lados. Probablemente este desarrollo alcanzé su cima en 1876 cuan-
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do Alfred Bray Kempe presenté a la Sociedad Matematica de
Londres un trabajo “Sobre un Método General de describir Cur-
vas Planas de grado n-ésimo por medio de manipulaciones con
poligonos articulados”, donde se explica la construcciéon de un
poligono articulado que sirve para trazar cualquiera curva plana
f{x;y) = 0 de grade n-ésimo. En consecuencia, tedricamente, pue-
de dibujarse por medio de estos mecanismos el grafico de cualquier
curva polinomia plana. Sin embargo, si damos un vistazo a algu-
nos de los diagramas de poligonos articulados para las curvas de
grados mis altos (Bibliografia N¢ 45), veremos que se complican
demasiado para ser iitiles al respecto. También se ha demostrado
(Bibliografia N¢ 2; pdg. 52) que ninguna curva trascendente, pue-
de dibujarse por medio de poligonos articulades. Ultimamente,
poco se habla de ellos, con [a excepcion de unos cuantos articulos
que los recomiendan como ayudas visuales (Bibliografia N¢ 36 y
N¢ 41) o como materia de interés general (Bibliograffa N¢ 25
y N¢ 55).

Sin embargo, la actual falta de publicidad sobre estos mecanis-
mos no significa que estén fuera de uso. ¥n efecto, se han descu-
bierto muchas aplicaciones de cllos y se usan mucho. Una descrip-
cion de los computadores, en cuya construccién se usa poligonos
articulados, inventacdos en el Laboratorio de Radiacidén durante
la Segunda Guerra Mundial, completa un libro de tamafio consi-
derable. El pantdgrafo (Ejercicio 4, Fig. vi-10) se emplea para

copiar figuras (figuras semejantes) y

A para cl trazado de puntes equipoten-

ciales en un campo eléctrico, El me.

canismo que emplean algunos funcio-

nayios publicos para firmar muchos

cheques simultineamente es una for-

ma de poligono articulado, Casi todas

las maquinarias contienen poligonos

articulados —en forma manifiesta o

disimulada— como puede verificarse fdcilmente consultando cual-

quier textc sobre mecanisnos, Desde el punto de vista del profesor,

los poligonos articulados pueden servir mucho para mostrar a los

estudiantes que la geometria no es selamente estdtica sino también
dinimica (Bibliografia N.os 86 y 41).

Los poligonos articulados dieron origen a sélo uno de los varios

Fic, vi-10

1309¢



Meserve / Conteptos fundamentales de algebra

métodos de construccidn no clisica. Concluiremos este capitulo
con una breve discusién generai sobre las construcciones clasicas y
no clisicas.

EJERGICIOS

1. Dadas los puntes 4, B, C, D, E, F, G, en la Fig. vi-§ que se encuentran en
una circunferencia de centro O, demostrar que <406 = <COE = <EOG si
AH = HB = C] = JD = EL == LF y Bl == IC = DK = KE —= FM = MG,
en donde AH, HI, IJ, JK, LM v MG, son, cada una, una sola varilla,

2. Dibugar un poligono articulado que divida a cualquier dngulo dado en
cinco partes iguales.

3 Dar dos cjemnplos del emplee de poligonos articulados para ilustrar pryo-
piedades matemiticas dindmicas (en contraposicién con propiedades estdticas)
en relacidn con figuras geométricas,

4. Se puede construir un pancégrafo con dos variilas largas AB, AC y dos
cortas FI} — AFE, unidas como en la Fig. vi-10 de tal modo que AD = FE. Supon-

! gamos que se mantiene fijo el punto  sobre AB y demuéstrese que a medida
que P traza cualquier figura, R traza una figura semcjante, siendo P, @, R coli-
neales, es decir, demosirar que la razén QP/QR ¢s constante.

VI-1) RESUMEN. Lostres famosos problemas de cons.
truccién (Cap. vi-6) se formularon (Bibliogralin N9 2; pag. 20)
en una época tan antigua como el siglo v a. C. Durante aquel
mismo siglo, Hipias de Elis ide6 una soluciéon no clisica del pro-
blema de la triseccién empleando la cuadratriz. Unos pocos afios
mis tarde esta misma curva se empleé para resolver el problema
de la cuadratura de un circulo. También se empled la concoide en
la: triseccion de un angulo y en la duplicacidén de un cubo. Hacia
fines del siglo ur a. C,, estos tres problemas famosos podian resol-
verse mediante métodos no cldsicos. Los matematicos griegos alcan-
zaban la ctspide de su desarrollo; Euclides desarrollaba los funda-
mentos de nuestra geometria plana y comenzaba a levantarse la
geometria como ciencia. Sin embargo, los matemdticos tuvieron
que esperar mds de dos mil afios para que el dlgebra y Ia geome-
tria se desenvolvieran lo suficiente para demostrar que los tres
famosos problemas de construccidén o podian resolverse utilizando
Unicamente regla y compds.

A los matemiticos griegos antiguos les parecia que todas las
construcciones de geometria elemental debian hacerse empleando
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unicamente regla y compds. Es asi como estas construcciones cldsi-
cas han desempefiado un papel importante en el desarrollo de la
geometria. En cierto sentido ellas son las precursoras de la geome-
tria proyectiva. En el siglo X, un matemitico drabe considerd cons-
trucciones con regla y compds con una abertura fija. Mucho mais
tarde (siglo x1x} Poncelet y también Steiner demostraron que las
construcciones con regla y compds eran exactamente cquivalenies
a las construcciones con regla y un cir¢ulo fijo (Bibliogralia N 2;
pdg. 30). En 1672 Georg Mohr y hacia 1800 Lorenzo Mascheroni
demostraron que se necesitaba unicamente compds para obtener
cualquier punto que pudiera construirse con regla y compds, En
seguida comenzd a desarrollarse la geometria analitica y en el si-
glo x1x Gauss pudo obtener un criterio analitico para determinar
la posibilidad de construir poligonos regulares, Otros descubrie-
Ton que no se podian construir las raices de las ecuaciones que re-
sultan de los tres problemas de construccion famosos, y por consi-
guiente estos problemas no podian resolverse empleando unica-
mente regla y compas.

Los poligonos articulados se desarrollaron ripidamente durante
la ultima parte del siglo xix. Pronto se demostré (Cap. vi-9) que
toda curva algebraics, y en particular una linea recta, podfa tra-
zarse empleando poligonos articulados. Desde aquella époea y
continuando en el siglo actual, Félix Klein contribuyé grande.
mente ~gracias a sus famosas conlerencias— a nuestro conocimien-
to de cusi todas las materias a que nes hemos referido anterior-
mente.

En este capitulo hemos considerado las construcciones clisicas
con regla y compis en forma detallada (Cap. vi-Secciones 1 a 6).
Nos hemos referido también a algunos métodos usados gu cons-
trucciones no clasicas (Cap. vi-Secciones 7 a 9). Para trisectur
dngulos arbimarios dados pueden emplearse marcas sobre una regla
o curvas dadas adecuadas. Se pueden emplear poligonos articulados
en una gran variedad de construcciones, Es posible inscribir en un
circulo dado un poligono regular de cualquier nimero finito de
lados utilizando un transportador., Algunos inventos como los que
s¢ acaban de citar nos permiten resolver problemas que no pue-
den resolversc por métodos clasicos. Otros aparatos de uso corrien-
te como compases de division, reglas paralelas, cuadrado fijo,
circulo fijo, permiten simplemente abreviar Ia construccién de
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algun problema clasico sin hacer posible la resolucidn de ningun
problema mds. En general, cualquier problema de construccion
tiene solucion si no se¢ imponen restricciones en los mdétodos que
se pueden emplear; algunos problemas de construccién no pueden
resolverse (Teorema vi-1) si se emplea Ginicamente regia y com.
pas. En consecuencia, hemos aprovechado los resultados obtenidos
por Gauss, Klein y otros, hemos estudiado muchas construcciones
cldsicas corrientes, hemos desarrollado un criterio algebraico para
determinar si se puede o no efectuar una construccién dada usan-
do unicamente regla y compds, hemos aplicado este criterio a va-
rios problemas clisicos, hemos estudiado unas cuantas construccio-
nes no cldsicas, y nos hemos referido brevemente a algunas apli-
caciones modernas de estos métodos en la censcfianza y en la
industria,

Hemos insistido en los problemas de construccion cldsica famo-
sos (Cap. vi-6) y especialmente en el problema de la triseccion.
Nos hemos servido de este problema para ilustrar la aplicacién
de los métodos algebraicos en Ia solucién de los problemas de cons
truccién clasica. Hemos visto que mediante las teorfas algebraicas
se puede demostrar que son inutiles inevitablemente todos los
intentos para obtener una solucidn cldsica. Esta aplicacion de las
teorias algebraicas a las construcciones geométricas ofrece un
ejemplo de la interdependencia entre el dlgebra y la geometria.
El capftulo que queda brinda otro ejemplo de esta interdepen-
dencia por medio del estudio de las representaciones grificas de
ciertas funciones algebraicas comunes.

FJERCICIOS

1. Construir poligonos reguiares de 6, 7, 8 y 9 lados.

2. Especificar cudles dec los siguientes conjuntos (e numeros contienen tni.
camente ndmeroes susceptibles de construirse conforme a las restricciones cldsicas:
enteros, numeros racionales, nuincros algebraicos, niimeros reales.

3. Repetir el Ejercicio 2 para néimeros que sean susceptibles de construirse
empleando poligonos articulados.

4. Describir tres miquinas modernas en que se utilicen poligonos articulados

5. Describir los poligonos articulados de tres instrumentos o maquinas co-
raunes que usted haya empleado.

6. Discutir la contribucidn de Gauss al estudio de las construcciones.
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CAPITULO VII

Representaciones grdficas

En la geometria cuclidiana es posible representar los numeros
cnteros, los niimeros racionales, los niumeros constructibles (Cap.
vl - 4), los nimeros reales (Cap. 1 - 12) como puntos sobre una
recta. Los nimeros complejos pueden considerarse como pares or-
denados de nimeros reales (Cap. 1 - 15) y representarse como pun-
tos en un plano de la geometria euclidiana. Cualquiera funcién
uniforme de una variable real x sirve para obtener pares ordenados
de niimeros que pueden representarse graficamente. El presente es-
tudio de los conceptos algebraicos interpretados mediante conceptos
geomdiricos se basa sobre estas representaciones. En este capitulo
trataremos principalmente graficos de funciones algebraicos con
coeficientes reales en espacios (reales) euclidianvs. Estudiaremos
los grdficos de varios tipos de funciones, diferentes métodos de tra-
zar graficos y varias aplicaciones de los grificos y de los’ métodos
graficos,

VIL-1 LOS ESPACIOS EUCLIDIANO Y
COMPILE]JO. Enel Capitulo vt nos servimos de la corres
pondencia biunivoca (Axioma de Cantor-Dedekind, Cap. 1-12)
entre el conjunto de puntos sobre una recta en la geometria
cuclidiana y el conjunto de los nimeros reales para la interpreta.
cién geométrica de las cuatro operaciones racionales. Lstos concep-
tos pueden servir para establecer un isomorfismo (Cap. 1-8) entre
el conjunto de puntos sobre una recta en la geometria euclidiana
y el conjunto de los niuneros reales. Fambién existen isomaorfis-
mos entre pares de niimeros reales y el conjunto de puntos sobre
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un plano euclidiano, entre triples de nimeros reales y el conjunto
de puntos en el espacio euclidiano tridimensional y, en general,
entre n-tuplos de nimeros reales y el conjunto de puntos en el
espacio euclidiano a-dimensional,

De acuerdo con los isomorfismos citados, cualquier punto sobre
una recta en la geometria euclidiana puede identificarse univoca-
mente por un numero real (coordenada); cualquier punto sobre
un plano euclidiano puede identificarse por dos coordenadas rea-
les; cualquier punto sobre un espacio euclidiano tridimensional
por tres coordenadas reales, ..., y cualquier punto en un espacio
euclidiano de n dimensiones por n coordenadas reales. En conse-
cuencia, en la geometrfa de Euclides hablaremos de una recta
como de un espacio unidimensional, hablaremos de un plano co-
me de un espacio bidimensional, y, en general, estudiaremos espa-
cios euclidianos n-(limensionales para cualquier entero positivo 1.

También suele ser conveniente referirse a un conjunto de pun-
tos' que pucden hacerse isomorfos con ¢l conjunto de los mimeros
complejos, como a un espacio complejo unidimensional. Ya que
un numero complejo puede considerarse como un par ordenado
de numeros reales, un espacio complejo unidimensional es iso-
morfo con un plano euclidiano. Andlogamente, un espacio con
.dos coordenadas complejas es isomorfo con un espacio euclidiano
tetradimensional. En general, un espacio complejo n-dimensional
es isomorfo con un espacio euclidiano 2n-dimensional.

En nuestras breves descripciones anteriores de los espacios
euclidianos vy complejos no hemos considerado explicitamente rela-
ciones métricas o de distancia. En un tratamiento completo habria
que incluir las relaciones de distuncia al establecer los isomorfis-
mos citados anteriormente.

Cualquiera funcién de n variables que se anula para uno o ms
conjuntos de valores reales de las vaxiables (n-tuplos reales) tienc
un grafico en un espacio (real) euclidiano n-dimensional, es decir,
el conjunto de todos los puntos con caordenadas (n-tuplos) que
hacen la funcidn igual a cero. La funcion »' 4 y* — 1 representa
el grafico de un dreulo de radio unidad en torno al origen en ¢l
plano euclidiano xy. La funcién x* 4 ¥ 4 1 no tiene ceros reales
y se dice que tiene un grdfico vacio en el plano xy. En consecuen-
¢ia, vna funcion polinomia en n variables puede o no puede tener
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un grafico no vacio en el espacio euclidiano de n dimensiones
(Cap. vi1-2),

La situacién cs completamente diferentc en un espacio con
coordenadas complejas. Todo polinomio f(x) con coeficientes com-
plejos y grado positivo tienc un grifico en un espacio con una
coordenada compleja (Teorema 1v-3). Por ejemplo, x* — I tene
por grifico a los puntos 41 y —1, sea que se comsidere que los
puntos estin en una recta real o en un espacio con una coordenada
compleja similar a la estudiada en el Cap. 1-16; x* - 1 tiene un
grifico vacio sobre la recta real pero los puntos 1 y —1 son su gra-
fico en un espacio con una coordenada compleja. Esti propiedad
de los polinomios f(x) puede ampliarse (Ejexcicios 4, 5 v 6) para
demostrar que toda funcién algebraica de n variables tienc un
grafico no vacio en un espacio con n coordenadas compiejas.

EJERCICIOS

1. Dar ejemplos de cuatro fuuciones de tres variables a) que tengan un
grafico no vaclo en K,; b} que tengan un grifico vacio en E,.

2. Dar ejemplos de tres funciones en n variables, a) que tengan un grifico
no vaclo en E; b) que tengan un grifico vacio en E,.

8. Dcmostray que cnalguicr polinomio en una variable con coeficientes com-
plejos tiene un grafico no vacio en un espacio con una coosdenada compleja.

4. Demostrar que cualquier polinomio en u variables con coclicientes com-
plejos tiene un grifico no vacio en un espacio con 1 coovdenitlas complejas.

5. Demostrar que cualquicra funcién algebraica en una variable con coefi-
cientes complejos tienc un grifico no vacio en un espacio con una coordenada
compleja.

6. Demosirar que cuafquiera funcion algebraica e s variables con coefi-
cicntes complejos tiene un grdfico mo vaclo en un cspacio con » coordenadas
complejas. y

VII-2 POLINOMIOS. Cualquier polinomio lincal en n
variables con coeficientes reales tiene siempre un gritico real en
un espacio E, euclidiano n-dimensional. Este grifico es un punto
en E., una recta en E,, un plano en £, y en general, un hiperplano
en E, En consecuencia, el grifico de una [uncidn lineal ieal de n
variables es un E,.: en E, para todos los valores positives de n. Cada
uno de estos graficos, E.. espacios, dividen al E, correspondiente
en dos regiones, en una de las cuales Ia funcidn es positiva y en la
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otra negativa. Los grificos se llaman subespacios lineales y desem-
peitan un papel importante en muchas Leorfas matemdticas avans
zadas.

Dada cualquiera ecuacién lineal en n variables (n > 1) con
cocficientes reales, se pueden encontrar mediante operaciones ra-
cionales muchos n-tuplos reales arbitrarios de numeros para los
cuales la ecuacién se satisface. En consecuencia, se pueden encon-
trar las coordenadas de muchos puntos arbitrarios sobre el grifico
mediante operaciones racionales. El grafico queda totalmente deter-
minado por n-tuplos (puntos) linealmente independientes (Cap.
v-13). Por cjemplo, un plano estd complelamente determinado
por tres puntos que no se encuentran sobre la misma recta (Cap.
v-14) y, en general, un E,., estd completamente determinado por
1 puntos que no se encuentran en el mismo E,.,. Cuando los coefi-
cientes de las n variables y el término constante son reales y dife-
rentds de cero, los n puntos reales y distintos, es decir, las intersec-
ciones del grafico con los ejes coordenados delerminan completa-
mente el grdfico.

Cualquier polinomio de grado n en una variable con coeficientes
complejos tiene n ceros complejos (Teorema 1v-2). Un polinomio
de grado n con cocficientes reales ticne n ceros complejos pero
puede o no puede tener ceros reales, como se ilustrd en los ejem-
plos x* — 1, ¥* 4 1 citados anteriormente. Por consiguiente, una
gcuacidon polinomia real en una variable puede o no puede tener
un grifico no vacio sobre la recta real. Por medio de exactamente
el mismo razonamiento, resulta que un polinomio real en dos
variables puede o no puede tener ceros reales correspondientes a
un valor dado de una de las variables. Por ejemplo, x* 4 3* — 25
tiene ceros 43 y -8 para x = 4, pero no tiene ceros reales patra
x = 6. Si un polinomio tal como »? - 92 4 1 no tiene ceros reales
para cada valor real de x, tiene un grafico vacio en el plano eucli-
diano. En general, si un polinomio en n variables no tiene ningin
cero real para cada conjunto real de valores de n — 1 de las varia-
bles, tiene un grafico vacio en el espacio euclidiano de n dimen-
siones.

El grafico de un polinomio divide al cspacio en dos regiones
en las cuales ¢l polinomio tiene signo constante, dado que cual-
quier polinomio es una funcién continua de sus variables. Un
polinomio en una variable cambia de signo si y sélo si Ia variable
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pasa por un cero de multiplicidad impar (Cap. 1v-18). Para dos
o mds variables debe consideratse la trayectoria del punto general
(X1 %5 ..., Xs) al pasar por un punto sobre el grafico de f{x,, x,

..» %n). Por ejemplo, el polinomio x' - y* — 1 cambia su signo
en (1, 0) a medida que el punto (x,y) cruza la recta y — 0, pero no
cambia su signo (1,0) a medida que el punto (x, y) cruza la recta x
= 1. En general, la multiplicidad m de un punto de interseccion P
e una curva C con el grafico de un polinomio en n variables puede
definirse cstableciendo que a medida que el punto (xi, Xs, ..., Xa)
cruza la curva G, el polinomio cambia de signo en P, si y s6lo si
m es impar. Definiremos solamente la multipliciddad de la inter-
seccidén de una recta y una curva polinomia en un plano.

Supongamos que una curva polinomia dada f(x’,y’) y una recta
dada se cortan en un punto P:(s, t} con una multiplicidad &, en
que k debe determinarse. Por medio del cambio de variables (tras-
lacién, Cap.v-15) x = &’ — 5,y =9 — L, lacurva f(x 4+ 5,y - 1)
= g(x,%) y la recta dada expresada en las nuevas coordenadas se
cortan en el nuevo origen con la misma multiplicidad % con que
la curva f(x’,y") cortaba a la recta dada en P. La ecuacién de la
recta tiene ahora la forma y == max o bien la forma x = 0. Des-
pués de sustituir en estos dos casos consideremos, respectivamente,
los polinomios g(x} == g(x,mx) y gy} = g(0,y). El valor de %
queda cntonces determinado por el heche de que los términos de
menor grado en g(x) tienen grado k; o si la recta es x ='0, g{y)
tiene grado %, Conforme a esta definicién, se dice que una recta
y una curva que no pasan las dos por el punto P, tienen una inter-
seccidn de multiplicidad cero en P.

El grifico de un polinomio en n variables divide a un espacio
euclidiano n-dimensional en un numero finito de regiones, en
cada una de las cuales el polinomio tiene signo constante. El pro-
blema general de determinar estas regiones [las soluciones de ¢ <
f(%:s %o -0y Xa) ¥ O < ~ef(Xs, Xy, ..., %a)] ¥ sus limites [las solucio-
nes de 0 = f(x;, X1, ..., %»)] a4n no ha sido completamente resuel-
to, No obstante, se ha heche una considerable cantidad de trabajo
con polinomios en dos o tres variables. En particular, estudiaremos
ahora polinomios reales de grado dos en dos variables (Cap. vii-
3) y polinomios reales de grado dos en tres variables (Cap. vir-4).
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EJERCICIOS

1. Escribir una ecuacién lincal en n variables rcales ¥ encontrar un con-
junto de n puntos que determinen su gréifico cuando 1 ¢s igual a a) 2; b) 3
o 4:dy 5 e 6,0 100

2. Enconttuy la multiplicidad de la intesseecidn en el origen de la recta
y = 0 con cada una de las siguientes curvas:

{a) y =%, () 2 4 3ty + 22 = 0,
(L) x =y, (e) x*+ 2 =1,
(e} u* = 2% (f) =0

3. Eumcontiar la meltiplicidad de Ja interseccion en el origen de cada una
de las siguentes vectas con cada una de las curvas del Ejercicio 2: o) x = §;
b) y=m

4. Encoutrar la maltiplicidad de la interseecién en (2, 1) de la recta y =}
con cady una de Ips siguientes curvas:

a) x -y =3, (d) w0 =224 =1,
(Is) x* 4 4 = 5, (e) 2" = 3y,
(€) x = 24, ) =3y =1

5. Repetu ¢l Ejercicio 4, empleando cada una de las siguientes rectas: a)
X:Q; l)} x:2)“

VII-3 SECCIONES CONICAS. Laecuacién cua
dritica general real en dos variables tiene la forma

(VII-1) Ax* 4 Bxy -+ Cy' + Dx + Ey +- F =0,

donde se supone que los coeficientes son reales y que 4* + B +
C' 54 0. Los graficos de las ecuaciones de la forma (vit-1) se deno-
minan secciones cénicas, dado que para cada conjunto de coefi-
cientes reales para los cuales (viz-1) tiene un grifico no vacio,
el gralico puede obtenerse por medio de la interseccin de un
plano y un cono circular recto (posiblemente degenerado) . En
esta seccion estudiaremos brevemente el desarrollo de la hipérbola,
de la pardbola, de la elipse y del circulo como intersecciones de
planos con un cono recto circular, es decir, como secciones planas
de un cono recto circular. También mencionaremos varias propie-
dades de estas secciones conicas a manera (e repaso de geometria
analitica,

Un circulo puede definirse como el lugar geométrico de los
puntos de un plano que equidistan de un punto fijo dado Q del

y316¢



vit = 3 Secciones cénicas

plano. Si hay un sistema de coordenadas (x,y} y una relacién de
distancia en el plano, el circulo es el grifico de un polinomio
(x = W) 4 (y — k) — 3, en que su centro Q tiene coordenadas
(k. &) y la distancia ¢s r = 0. Un circulo con r = ¢ se denomina
circulo punto y se dasifica como una forma degenerada del drculo,

Consideremos un cfrculo real no degenerado con centro @ vy
sea P 2 Q un punto fijo real arbitrario sobre la recta que pasa
por Q y es perpendicular al plano del circulo. ¥1 lugar geométrico
de los puntos del conjunto de rectas que unen a P con los puntos
del circulo se denomina un cono recto circular (Fig. vii-1). El
cono tiene dos manios que se juntan en P. El lugar geométrico de
fos puntos. del conjunio de rectas perpendiculares al plano del
circulo a través de los puntos del cfrculo se denomina cilindro
circular recto (Fig. vii-2) y puede considerarse como el caso
limite del cono a2 medida que la distancia PQ crece indefinida-
mente,

—— o ———————

D

Fic. vir - 1 Fi. vir - 2

Sea x un plano real arbitrario y consideremos como anterior. '
mente el cono circular recto generado por rectas que pasan por el
punto fijo Py un circulo no degenerado dado con centro Q. Sea a
el angulo constante entre las rectas generatrices y PQ. Se dice que
un grifico de la ecuacidn cuadrdtica (viz-1) es degenerado si y
solo si resulta de hacer pasar el plano n a través de P, Esta condi-,
ci6n puede también expresarse algebraicamente como sigue (Bi-
bliografia N¢ 18; pags. 215.219) : El gréfico es degenerado si y sdlo
si A = 0, en que

24 B D
A=! B 2¢ E!
D E 2F
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Grificos no degenerados de (vii-1) son una hipérbola, una
pardbola o una elipse segiin que B' — 44C > , =, < 0. Geom¢-
tricamente, estos Lres casos s€ generan, respectivamente, segun que
¢l menor dngulo ¢ entre el plano x y la recta PQ sea <, =, > @
{Fig. vir-3). (La normal al plano forma un dngulo con PQ igual
al complemento de ¢). Por ejemplo, consideremos el cono 3x" -
8y' — 2* = 0, con « == 30°. Para cualquier nimero real k el plano
z = k, con 6 igual a un 4ngulo recto, corta al cono en un circulo
8x% o} 8y — k* = 0; el plano z = x 4 % con § = 45° > « corta al
cono en una elipse 2x* <« 3y* —— 2xk — k' = 0; el plano z = /3
4 k con § = 80° x= « corta al cono en una pardbola 3y' — 2xk\/3

w k' == 0; y el plano x = 2x 4 k con § < a corta al cono en una
hipérbola 3y* — x* — 4xk — k' = Q.

I
—’\‘-\v

I
]
I
1
1
1
I
19
1
1

-1 a<0 =907
@< <900
Fic. vii—3

Las cénicas degeneradas pueden identificarse algebraicamente
o geométricamente, Desde un punto de vista geométrico (Ejerci-
cio 1), una hipérbola puede degenerar en dos rectas que se cortan;
una pardbola en dos rectas coincidentes o en dos rectas paralelas
(empleando un cilindro circular recto), y una elipse en un punto.
La elipse se convierte en un circulo cuando ¢ es un dngulo recto.

En la mayoria de los textos de geometria analftica se demuestra
(Ejercicio 6) que si los ejes coordenados efectiian una rotacién
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(Cap. v-15) igual a un 4dngulo v, en que tg 2y = B/(4 — C) si
Az Cyyp=45°si 4 = C, la ecuacién (vii-1) toma la forma

(VI1-2) A+ Oy 4 Dx |- Ey + FF == 0

También se puede demostrar {Ejercicio 7) que los nimeros 4 4
G, B* — 44C, y A permanecen invariables al efectuarse una rota-
cién o una traslacién de los ejes coordenados (Bibliografia N¢ 11;
péag. 100). En consecuencia B* — 44C = — 44'C’ y el grifico, po-
siblemente degenerado, de (vii-2) es una hipérbola, pardbola, o
elipse seglin que 4’C’ <, =, > 0. Ya que 4’ y €’ no pueden ser
ambas cero en la ecuacidn cuadrdtica (vir-2), la ecuacidn general
de una pardbola no degenerada puede escribirse en una de las
formas

(VIL-3) (y — k)t = 2p(x — h) 6 (x — h)® = 2p(y — k).

Andlogamente, si A’C’ 5£ 0, se hace h = — D'f24" y h = —
E’j2C’, Luego una elipse no degenerada tiene una ecuacién de la
forma:

—h)? — k)
vi-4 GBI WERy o< 0<b
y una hipérbola no degenerada tiene una ecuacién de la forma
(VILE)@=R Gk _ | @o R @—hr_

a? bt a? [ ;

La primera pardbola de (vii-3) tiene eje y = k, vértice (h, k),
y pasa por los puntos (h - p/2, & = p). Se puede definir en el
plano como el lugar geométrico de los puntos equidistantes de Ia
recta X == h - p/2 (denominada la directriz) y del puntq (h +
/2, k) (llamado foco).

La elipse (vu-4) tiene centro (h, k) y, si suponemos que a' >
b, los extremos de su eje mayor se encuentran en (h = a, k), los
extremos de su eje menor se encuentran en (k, & = b}, y sus focos
se encuentran en (h &= \/a* — b*, k). 81 @’ = b*, es una circunferen-
cia. La elipse puede definirse en el plano como el lugar geométrico
de los puntos P tales que PF, + PF, = Z2a, en donde F, y F, son
los focos.

La primera hipérbola de (vi1 - 5) tiene el centro en (h,k), los extre-
mos de su eje mayor en (h == a, k), sus focos en (h == \/a* - B!
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Meserve / Conceptos fundamentales de Algebra
k), y las asintotas b(x — h) == = a{y — k). Se puede definir en
el plano como el lugar geométrico de los puntos P tales que PF. —
PF B - =+ 2a.

En consecuencia el grafico real (en caso de que exista) de una
ecuacién cuadritica general (vii-1) puede obtenerse como la sec-
cién de un cono recto circular (posiblemente degenerado) inter-
ceptada por un plano y se denomina seccién cdnica. La forma del
grafico puede determinarse mediante la cantidad B¢ — 4 AC y la
caracteristica (Cap. v-10) del determinante A. Se puede demos-
trar que las definiciones de hipérbola, pardbola, y elipse como
lugares geométricos en un plano son equivalentes a las definiciones
como secciones de un cono recto circular. En (Bibliografia N? 38;

, pags. 102-138) puede consultarse un estudio muy ameno de las sec-
ciones cdnicas; en (Bibliografia N©@ 18; pdgs. 171-236) puede con-
sultarse un estudio mas completo y en (Bibliografia N¢ 11} una
historia de las secciones cdnicas y superficies cuadricas.

L)JERCICIOS

1. Dibujar figuras que ilustren en qué forma pueden obtencrse cada una
de Jas siguientes cénicas degeneradas no vacias como secciones planas de un cono
recto circular o de un cilindre recto circular: a). dos rectas que se cortan; b) dos
rectas coinadentes; ¢) dos rectas paralclas distintas; d) un punto.

2. Hacer ¢l grifico de las siguientes sccciones conicas:

{ﬂ) %t + Q'2 = 25, ('3) =2z = Y

(b) 922 + 44° = 36, (f) 2=y*—2y 45,
(e) 972 — 4% = 36, @ y=2—647.
d) ?*=y+2

3. Reconocer los grificos de las ecuaciones siguientes:

(&) 2? —2? + 3z -+ y = 5,

b) 22 =2xy+ P =22 +y+7=0,

{c) zy =12,

@2+t +224+2y+1=0,

(¢) 3z + 20y — Y+ bz ~2y+1 =0,

1 a?+ 2z -+t 4z+y—-06=9,

(@) 2a? = xy -+ 3p° —dz + By = 0.
4, Escribir cada una de las ecnaciones del Ejercicio 3 en l1a forma (vir-2).
5. Hacer el grifico de las secciones conicas del Ejercicio 3.
6. Deducir la ecuacién (vii-2) de la (vm-1) considerando el efecto de una

rotacién {Cap. v-15) sobre (vm-1), mostrando como debe elegirse un dngulo de
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votacién tal que desaparezca el término xy, y expresando los nuevos coeficientes
respecto de los coeficientes antiguos y del dngulo elegido.

7. Demostrar que cada una de las expresiones siguientes permanecen inva-
riantes sometidas a Ia rotacién empleada en el Ejercicio 6: a) 4 4 C, b) B —
44C, ) A

8. Encontrar la caracteristica (Cap. v-10) del determinante A correspon-
diente a cada ecuacién del Ejercicio 3. Examinar el significado general de la
caracterfstica de A.

VIL-4 SUPERFICIES CUADRICAS. Elgréd
fico de una ecuacién cuadrdtica f(xy,z) — 0 en tres variables con
coeficientes reales se denomina superficie cuddrica. Si falta una de
las variables en la ecuacién f(x,y,2}) = 0, como ser, z, entonces f(x,
3,2} puede escribirse como f(x;y) y el gréfico en tres dimensiones
(superficie cuddrica) de la ecuacién cuadrdtica f(x,y) = 0 corta
a todo plano z = ¢ en una seccién cénica (Cap. vii-3) congruente
con el grafico de f(x,y) en el plano xy. En este capftulo hablaremos
indiferentemente del grifico de f(x,y) — 0 y del grafico de f(xy).
Esta terminologia es aniloga a nuestras consideraciones anteriores
respecto a las raices de una ecuacién polinomia f(x} == 0 y los ce-
ros de un polinomio f(x). El grifico de f(x,y) en tres dimensiones
consiste en todos los puntos sobre rectas paralelas al eje z y que
pasan por puntos del gréfico de f(x,y) en el plano xy. El grdfico en
wres dimensiones es un caso especial de un cilindro (no necesaria-
mente circular). Estrictamente hablando, un cilindro puede defi-
nirse como una superficie quge comprende todos los puntos sobre
rectas que son paralelas a una recta fija y que pasan por puntos
de una curva fija en un plano que no es paralelo a la recta fija. De
esta manera el grifico de cualquiera ecuacidén cuadritica real f(x,
y,z) = 0 al que le falta una de las variables puede considerarse
como un cilindro que tiene un eje coordenado x como recta fija
y una seccién cénica como curva fija en el plano coordenado que
no contiene a la recta fija. Cualquier plano paralelo al plano de
la curva fija corta al cilindro en una seccién cénica congruente,
{(por traslacién) a la curva fija.

Supongamos que f(x,y,2) = 0 es cualquiera ecuacién cuadrética
real en tres variables x, 9, 2 y que mx - ny o4~ 72 - d = QG es el
grafico de cualquier plano real (Cap. vii-2). Entonces por lo me-
nos uno de los coeficientes m, n, r es diferente de cero, y existe una
rotacién en el espacio tal que en el nuevo sistema coordenado el
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plano citado tiene la ecuacioén z == ¢ y la superficie cuddrica tiene
la ecuacién g(x,y,z) = 0, en que g(x,y,2} es un polinomio cuadré-
tico real. La interseccién del plano y de la superficie cuddrica se
encuentra ahora sobre el cilindro g(x,y,c) = 0 y, dado que g(x,y.,c)
es un polinomio cuadratico real en x e ¥y, esta interseccién es una
seccién conica, Encontramos asi, por rotacidn del sistema coorde-
nado en forma tal que el nuevo eje z sea perpendicular al plano
dado, que cualquiera seccién plana de una superficie cuidrica es
una seccién conica. El grifico de cualquier superficie cuddrica se
puede obtener teniendo presente las secciones planas (secciones
cdnicas) paralelas a los planos coordenades. Por ejemplo b'x' +
a'y* = a'bz, siendo ab 5= 0 (Fig. vii-4), tiene una seccién eliptica
en el plano z = ¢ para todos los valores positivos de ¢, tiene un
punto para ¢ = 0 y ningun gréafico real si ¢ es negativo. Tiene una
seccion parabdlica para todos los valores reales de d cuando x =
d 6 y = d, y sc denomina un paraboloide eliptico.
El problema de obtener la superficie
z cuddrica de sus secciones planas para-
lelas a los planos coordenados es exac-
P tamente andlogo a aquél de obtener
/ una seccién cénica de sus secciones li-
neales paralelas a los ejes coordena-
dos. Por ejemplo, la pardbola y = »*
corta a toda recta x = a en un solo
punto y corta a la recta y = b en dos
puntos distintos cuando b es positivo,
en dos puntos coincidentes cuando b
== 0, y en dos puntos imaginarios (gra-
fico vacio en el plano euclidiano)
cuando b es negativo, El grifico de la pardbola puede imaginarse
gracias a estas intersecciones, tentendo presente el hecho de que el
grafico es continuo (Cap. m1-12 y Cap. ur-13). Este método de
determinar graficos puede emplearse para el trazado de curvas de
nivel que representan puntos de la misma elevacién en los mapas,
para el trazado de lineas isotermas que representan puntos de la
misma temperatura, y en muchas otras aplicaciones de curvas de
niveles como se sefiala en algunos textos de cilculo. En consecuen-
cia, dado cualquier polinomio f(x,y), €l problema de formarse una
imagen de la superficie z == f(x,y) de las secciones planas en las

Fig. vii-4
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cuales z = ¢, es el mismo que aquél de imaginar la topograffa de
un paisaje mientras se observa las curvas de nivel sobre un mapa.

El método de determinar grificos mediante secciones puede em-
plearse también para formarse la imagen de graficos de cuatro di-
mensiones. En este caso las secciones se eligen mediante paralelas
tridimensionales a la coordenada tridimensional, Por ejemplo x'
—+9y* == 1 puede representar el grifico de un circulo de radio uni-
dad en el plano xy o un cilindro en el espacio tridimensional de
modo que toda seccién que resulte de la interseccién con un plano
z = ¢, es un circulo de radio unidad. Andlogamente, x* -4~ y* 4- 2'
= 1 puede representar el grifico de una esfera de radio unidad en
un espacio tridimensional o un cilindro en un espacio tetradi-
mensional tal que toda seccién que resulte de la interseccién con
un espacio tridimensional w = ¢ es una esfera de radio unidad, Las
limitaciones de este métedo aplicado al espacio de cuatro dimen-
siones, de cinco dimensiones, etc., residen en el hecho de que esta-
mos habituados al espacio tridimensjonal y en la capacidad de for-
marse imégenes mentales que tenga la persona que utilice el mé-
todo (Ejercicios 9 a 14).

Algunas superficies cuddricas tales como el hiperboloide de una
hoja

£ P 2
ete ac!

(Fig. vii-5), contienen lineas rectas y se denominan superficies
regladas. Por ejemplo, consideremos los dos pares de planos

1

1+¥-m(5—‘?)=0.
b a ¢

para todo valor real de % la interseccién del primer par de planos ¢s
una recta sobre la superficie cuddrica,
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que resulta al eliminar % entre las ecuaciones de los dos planos. De
esta manera se obtiene una recta sobre la superficie cuddrica para
cada valor real de k. Andlogamente, se obtiene un segundo conjunto
de rectas sobre la superficie cuddrica si se consideran valores reales
de m en las ecuaciones del segundo par de plano. Cuando se em-
plean coeficientes y coordenadas complejas, toda cénica central (hi-
pérbola o elipse) tiene un grafico reglado. Los conos y los cilindros
son ejemplos corrientes de superficies regladas en el espacio real
tridimensional. Las superficies cuddricas reales pueden clasificarse
en elipsoides, paraboloides elipticos, etc., en relacién con los coefi-
cientes de los términos de segundo grado y con €l namero de lneas
de la superficie que pasan por cada punte de la superficie. La ma-
yéria de los textos de geometrfa analitica considera unas cuantas
superficies cuddricas especiales. El propdsito que nos gui6 en esta
seccién fue el de sefialar que existe una teorla bastante compleja y
una clasificacion de las superficies cuddricas andlogas a aquéllas de
las secciones c6nicas. Para mayores detalles se puede consultar los
N.os 11, 16 y 18 de la Bibliografia, i

EJERCICIOS

1. Dar un ejemple de una ecuacidn cuadrdtica real general en tres
variables,

2. TIndicar las ccuaciones de cinco cilindros en el espacio de tres dimensio-
nes que tengan diferentes tipos de curvas fijas.

3. Hacer ¢l grifico de las curvas fijas de los cilindros dados en ¢l Ejercicio 2.

4, Hacer ¢l grifico de los cilindros dados en el Ejercicio 2.

. Discutir las secciones que resultan en cada una de las siguientes superfi-
cies cuadricas por medio de todos los planos z =< ¢

{a} 427 « 9y + 428 = 36, ) rP4 =2
{b) 2% = 2y, (&) * —2¢=0,
() == 1, (f) 22 — a4yt = 8a.

Repetir el Ejercicio 5 para todos los planos x = a e p = b.
Hacer el grifico de las superficies cuddricas del Ejercicio 5.
Dar los nombres de las superficies cuddricas del Ejexcicio 5.

9. Discutir el grafico x — 1 en los siguicntes espacios: a) el eje de las x;
b) el plano xy; ¢} el espacio de tres dimensiones xyz; d) el espacio de cuatro
dimensicnes xyzw; €) el espacio de cinco dimensiones xyzw,

6
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10. Repetir ¢l Ejercicio 9 para x* — 1.

11. Discutir los grificos de x* - ¥* = 4 en los espacios b} hasta ¢) del
Ejercicio 9.

12. Repetir el Ejercicio 11 para y = x*

15. Discutir log grificos de las ecuaciones polinomias del Ejercicio 5 en el
espacio de cuatro dimensiones xyzu.

14. Discutir los gréficos siguientes en un espacio de cuatro dimensiones:

() 2+ p+2it+ute=l,
(b)3+y+2+-w'=ls
(0) 2+ yt =2 + v
15. ¢Cudntas lineas de la superficie de un cono (Fig. vi-l} pasan por cada
punto de ella?
16. ;Cudntas lineas hay en cada punto de un cilindro (en un espacio de
tres dimensiones) que tenga como cusva fija a una seccién cénica no degenerada?
17. Dada una ecuacién cuadrdtica real general en tres variables (Ejercicio

1), escribir su determinante A andlogo a aquel de la seccidn oénica general del
Cap. vi1-3.

18. Encontrar la caracteristica de A de cada una de las superficies cud-
dricas de los Ejercicios 2 y 5. Hacer consideraciones sobre el significado general
de la caracterfstica de A.

VII-5 CURVAS PLANAS DE GRADO S§SU-
PERI1OR. Los graficos de polinomios f(x,») de grado mayor
que dos en el plano xy se denominan curvas planas de grado supe-
rior. Estos grdficos se han clasificado perfectamente para los casos
en que f(x,y)} tiene grado tres o cuatxo, es decir, para las curvas cu-
bicas y cudrticas. Muchas otras curvas se han estudiado ampliamen-
te. En esta seccidn definiremos un punto singular y, en particular,
un punto doble. En seguida clasificaremos puntos dobles y por tl-
timo clasificaremos curvas planas cibicas en relacién a sus puntos
dobles. Se mencionaran algunas propiedades generales de las cur-
vas planas de grado superior.

Se dice que un punto P de una curva, es un punio singular de
ella si toda recta que pasa por P corta a la curva en P, con una
multiplicidad (Cap. vir-2) de por lo menos dos. Si alguna recta
que pasa por un punto singular P corta a la curva con multiplici-
dad dos en P, entonces P es un punto doble. Cualqulera recta per-
tenece completamente a una curva (gs decir, es una componente
de ella) de grado n o bien corta a la curva en, a lo sumo, # puntos.
Xsto se puede demostrar resolviendo simultdneamente una ecua-
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cién f(x,y) = 0 de grado n y la ecuacién de una recta, pues la ecua-
cién resultante en una variable es idénticamente nula o de grado,
a lo sumo, n. Andlogamente, dos curvas de grado m y n tienen una
componente en comin ¢ se cortan en, a lo sumo, mn puntos. Em-
pleando estos argumentos, se puede demostrar que una curva de
grado n puede tener a lo sumo }(n — 1) (n — 2) puntos dobles
(Bibliograffa N¢ 23; pé4gs. 41-42) . En particular, una curva cibica
tiene a lo sumo un punto doble (Ejercicio 1).

En un punto cualquiera (no singular),
una curva de grado n tiene una tan-
gente linica; en un punto doble, tiene

dos tangentes; y en general, en un pun-
\\ to singular P tiene k tangentes si toda

Y

recta que pasa por P corta a la curva
en P con multiplicidad por lo menos
k, y alguna recta corta a la curva en
P con multiplicidad exactamente k.
Los puntos dobles se clasifican en no-
dos si las tangentes son distintas, y
cuspldes si coinciden, Si las tangentes son rectas imaginarias con-
jugadas, el punto doble se denomina punto aislado o acnodo. El
Folio de Descartes, x* -+ 9° = 3axy (Fig. vi1-6), tiene un nodo en
el origen y la recta x + y - @ = 0 es su asintota (Cap. vir-6); la
pardbola semicubica y* = x' (Fig. vii-7) tiene una cispide en el
origen; y la curva y* = x(x — I) (Fig. vu-8) tiene un punto ais-
lado en el origen.

y

Fic. viI-6

Fic. vii-7 Fic. vi1-8

Las curvas cubicas se clasifican generalmente como sigue, te-
niendo en cuenta sus puntos dobles:
(i) Curvas ctibicas sin puntos dobles: citbicas elipticas;
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(ii) Curvas cubicas con un nodo: cubicas nodales;

(iii) Curvas ctibicas con una caspide: citbicas cuspidales.

Puede consultarse muchas propiedades de las curvas cibicas en
(Bibliograffa N¢ 23; pags. 139-243) y (Bibliografia N? 26; pags.
201-263) .

Se puede clasificar también a las curvas cudrticas en relacién
con sus puntos singulares. En Bibliografia N® 23, pdgs. 244-328, y
N 26, pags. 264-349, se puede consultar esta clasificacién y muchas
propiedades de las curvas cudrticas.

Las curvas planas de cualquier grado n pueden considerarse se-
gun sus puntos dobles y otros puntos singulares. En particular, cual-
quier curva irreducible (Cap. vii-9} que tenga su niimero méximo
de puntos singulares, es decir, deficiencia cero, se denomina curva
unicursal. Una curva unicursal se caracteriza porque las coordena-
das de todo punto de la curva pueden expresarse racionaimente por
medio de un solo pardmetro. Las curvas unicursales son importantes
en varias teorfas matemdticas.

Las dos secciones que siguen contienen mayores detalles sobre
el trazado de curvas planas de orden superior.

EJERCICIOS

1. Demostrar que una curva cubica irreductible tiene a lo sumo un punto
doble.

2. Hacer un grifico de cada una de las curvas siguientes e indicar la ecua-
cidn correspondiente a) cdbica elfptica; b} cubica nodal; ¢) cubica cuspidal.

VII.6 FUNCIONES RACIONALES. Un poli-
nomio f(x,y) en x e y con coeficientes complejos puede considerarse
como un polinomio en y con coeficientes pertenecientes al anilio
de los polinomios en x con coeficientes complejos. La ecuacién f(x,
y) == 0 define, por consiguiente, a y como una funcién algebraica
de x (Cap. m-16). Si f(x,y) es de grado »n en y, hay exactamente n
valores complejos de y para cada valor de x, de modo que el coeti-
ciente de y* no se anula. En consecuencia, una funcién algebrzica
no es, en general, uniforme para n mayor que uno. Para n = 1,
tenemos f(x,y) = p(x)y — q(x) == 0, donde p(x) y ¢(x} son polino-
mios en x. En esta seccién consideraremos el caso especial y =
q(x)/p(x), en que p(x} y q(x} son polinomios en x primos entre si
con coeficientes reales.

Estudiaremos en especial las asintotas y las intersecciones cor: los
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ejes coordenados. El grafico (Fig. vir-9) de la ecuacién 2x 4 3y ==
6 tiene intersecciones con el eje x en 3 y con el eje y en 2. En ge-
neral, cada interseccién de una curva con un eje coordenaco puede

y encontrarse valiéndose del origen y dei
punto unidad para determinar un seg-
mento de longitud orientada igual a la
coordenada del punto de interseccién.
Esta ccordenada se denomina una inter-
seccidn de la curva (con uno de los ejes
coordenados) . En particular, los ceros
reales de una funcién y = f(x) son las in-
tersecciones de su grifico con el eje x.

Es ficil describir una asintota. Supongamos que un punto va-
riable P’sobre el grifico de f(x;y) se mueve de modo que una o
sus dos coordenadas se hagan indefinidamente grandes. Si al mis-
mo tiempo el punto P se aproxima indefinidamente a una recta ax
-+ by < ¢ = 0, esta recta se denomina una asintota del gréfico de
f(x;y). Por ejemplo x'y — 1 tiene a ambos ejes coordenados como
asintotas (Fig. vir-10); xy — 2y — 1 tiene a las rectas x = 2 e
y = 0 como asintotas (Fig. vir-11). Las asintotas de la forma y
— ¢ se denominan asintotas horizontales; aquellas de la forma x =
¢, asintotas verticales. Existen también otras asintotas como, por
ejemplo, la recta x + y - a = 0 de la Fig. vi1-6.

Fic, vii-9

Y

|

i, vii-10 FiG, vii-11

Las asintotas horizontales del grafico de un polinomio f(x,y) se
obtienen igualando a cero los coeficientes de la mds alta potencia
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de % en f(x,y). Andlogamente, las asintotas verticales pueden obte-
nerse igualando a cero los coeficientes de la mds alta potencia
de y. Por ejemplo, xy — 2y — 1 tiene una asintota horizontal y =
0 y una asintota vertical x = 2 (Fig. vit-11).

La funcién y = ¢(x)/p(x), en que g(x} y p(x) son polinomios
en x, se denomina funcién racional de x (Cap. u1-3). Supondre-
mos que g(x} y p(x) son primos entre sf (Cap. ui~4). El grafico de
esta funcién racional tiene entonces interseccion con el eje x en
las rafces reales de g(x) y asintotas verticales correspondientes a las
raices reales de p(x). Las asintotas horizontales pueden igualmente
obtenerse de inmediato (Ejercicios 2 y 3). Sea

gx)=ax* +ax™ + - +a, a#0,
plx) = bam + a4+ o+ b, by O,

Si n <« m, el grafico de g(x)/ip(x) tiene como asintota al eje x en
ambos sentidos, positivo y negativo. Si » = m, el grifico tiene a la
recta y == a,/b, como asintota horizontal en ambos sentidos. Si
n > m, no hay asintotas horizontales. Frecuentemente se obtienen
otras asintotas de funciones racionales. (Ejercicio 5). Gracias a
estas pocas reglas y a que la funcién cambia de signo en una asin-
tota vertical x == b si y sblo si la rafz x = b es de multiplicidad
impar en p(x), no es mas dificil hacer el grafico de la funcién ra-
cional y = g(x)/p(x} que el del polinomio z = p(x) - ¢g{x). En
realidad, y y z tienen el mismo signo siempre que z 54 0, dado que
z =y [p(%)]"

Consideremos ¢l ejemplo

&= Mzt~ N2z - T7)
2{z = 1)*(z + 3)

La curva tiene intersecciones con €l eje x en 2, 2, —2, v -:-— , asin-
totas verticales en x = 0, 1, 1, — 3, y asintota horizontal y = 2.
En la Fig. vir- 12 se presenta el aspecto general del gréfico. Se pue-
de lograr un grafico mds exacto por medio del cilculo para ob--
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tener los puntos de inflexién o simplemente trazando unos cuantos
puntos mds.

e e

=

FiG. vii-12

Este método puede emplearse también para hacer el grifico de
funciones de la forma p(x)i' = q(x). Considérese primero p(x)y
= g(x) y luego hdgase ¢ = = ~/y. El grifico en ¢ y » ser4 real sola
mente para aquellos valores de x correspondientes a valores nulos
o positivos de y. Por ejemplo, para trazar el grafico de la funcién

f5 ) = x(x — (x4 BB — (x — D(x2 — H(@x — 7) =0,

hacemos primero el gréfico de la ecuacién correspondiente, en que
y = ', como en el ejemplo anterior. Del grifico anterior resulta
evidente que el grifico de f(x, t) es real solamente para valores de
x en los intervalos x < —35, —2 = & < 0, % = 2,y 7/2 = x. Lue-
go el punto (2,0) es un punto aislado, la recta x == —3 es una
asintota vertical, las rectas ¢ = == \/? son asintotas horizontales,
y el gréfico de f(x, t) es de la forma que se muestra en la Fig, vir - 18.
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Y

e S

Fic. vii-18
EJERCICIOS:

1. Determinar las intersecciones de las curvas siguientes con los ejes x e y:

(a) xria 4+ yb =1,

(b) y = a* — 2z,

(c) (£ —4)y = = + 5,

d) 2 =2ry—2*+z+6=0,
(&) (08 = 2r =3}y = 2> =21+ 1,
N (x+ )y = z(z - 2)*x - 3).

2. Considérese y = q(x)/P(x) en la forma yf(x) = g(x) y examinense las
asintotas horizontales y verticales, valiéndose de los cocficientes de las potencias
de mayor grado dc las variables.

3. La asintota horizontal de y = ¢(x)/p(x) puede dcterminarse como
v == lim g{x)/P(x) siempre que el limite (finito) exista. Valerse de los métodos

b -]
del Cap. 111-11 para verificar que los enunciados formulados respecto de las asin-
totas horizontales en ¢l Ejercicio 2, son vilidos también segin esta nueva
definicién, -

4. Obtener las asfntotas verticales y horizontales de las curvas del Ejexcicio
1, toda vez que existan.

5. Escribir y = g(x)/f(x) en Ia forma s(x)/fx) 4- 7(x} en donde el grado
de s{x) sea menor que el de P(x) y demostrar que €l grifico de la funcién ra-
cional dada es asintético con el grafico del polinomio y = 1{x}.
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VI1-7 FUNCIONES ALGEBRAICAS. Una
ecuacién polinomia f(x, y} = 0, en que f(x,y) se considera como un
polinomio en y con coeficientes pertenecientes al anillo de los po-
linomios en x con coeficientes complejos, determina a y como una
funcién algebraica (Cap. ur-16) y tiene como grifico real una
curva plana algebraica. El concepto de funcién algebraica es una
ampliacién del concepto de polinomio porque todo polinomio p(x)
satisface f(x,y) = y — #P(x), es decir, un polinomio es un caso espe-
cial de una funci6n algebraica que surge cuando f(x,y) tiene la for-
ma y — p(x). Andlogamente, una funcién racional (Cap. vii-6)
es un caso especial de una funcién algebraica que se origina cuan-
do f(x,y) tiene la forma Pp(x)y — g(x)

Hemos visto (Cap. m-10) que cualquier polinomio f(x} es
una funcién uniforme de x. Ademds, una funcién racional de x
es uniforme siempre que eseé definida (Cap. m1-3). Sin embargo,
una funcién algebraica definida por una ecuacién polinomia f(x,y)
= 0 de grado n en y, puede tener n valores de y que corresponden
a un valor dado de x. Por ejemplo, y* — x == 0 tiene asociados dos
valores reales de y con cada valor positivo de x. En esta seccién
nuestro estudio se Iimitard a una introduccién muy breve de una
representacién grafica (la superficie de Riemann) de los n valores
de la funcién algebraica » (no necesariamente reales y distintos),
que corresponden a cada valor de x (Teorema 1v-2).

A menudo nos hemos referido a un polinomio con coeficientes
reales con el nombre de un “polinomio real”. En algunos textos
se dice que una curea es real si la funcién f(x,y} tiene coeficientes
reales. Segtin esta definicién una curva real puede tener sélo pun-
tos imaginarios, como en el caso de x' 4 9* 4+ 1. Nosotros denomi-
naremos un grdfico real de cualquier curva a aquél compuesto de
los puntos reales cuyas coordenadas (n-tuplos reales) hacen que la
funcién se anule.

En el Capitulo 1, al estudiar nuestro sistema de ntmeros, am-
pliamos el sistema de nttmeros racionales y obtuvimos el sistema de
niimeros reales con el objeto de conseguir un sistema continuo (sin
interrupciones en el eje de los ndmeros reales) . En seguida amplia-
mos el sistema de los nitmeros reales y obtuvimos el sistema de los
numeros complejos y examinamos la propiedad de todo polinomio
de grado n en una sola variable con coeficientes complejos que ten-
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gan exactamente n rafces complejas (Teorema 1v-2). Esto signifi-
ca que el sistema de nimeros complejos es cerrado algebraicamente.

Se puede expresar geométricamente esto mismo en forma and-
loga, como sigue: se consideré una recta de puntos racionales con
el objeto de obtener las raices de todas las ecuaciones lineales con
coeficientes enteros o racionales. Esta recta se amplié para obte-
ner la recta real y asegurarse la continuidad, a saber, que cual-
quiera curva que una dos puntos situados a los “lados opuestos”
de una recta, corte a la recta. Finalmente, la recta real se amplié
y se obtuvo el plano complejo con el objeto de representar todas
las raices de cualquier polinomio en una variable con coeficientes
complejos.

Geométricamente, se puede hacer una ampliacidn aniloga res-
pecto de los gréficos de las funciones algebraicas. En un espacio
de dos coordenadas complejas, la ecuacién y* — x = 0 asocia exac-
tamente dos valores de y con cada valor complejo de x. Estos valo-
res de y son reales y distintos si x es positivo, reales e iguales si x
= 0, conjugados imaginarios si x es negativo, Es dificil formarse
una imagen de este espacio, ya que corresponde a un espacio eucli-
diano tetradimensional. La variable compleja x estd definida esen-
cialmente sobre un plano euclidiano. Los dos valores de y pueden
identificarse con dos superficies u hojas y = 4+ \/x e y = — +/x.
En esta nueva superficie de dos hojas, denominada la superficie de
Riemann de la funcién y? . x = 0, Ia funcién algebraica y = f{x}
es uniforme. Las hojas de una superficie de Riemann suelen cru-
zarse en puntos (denominados puntos de ramificacién), ya que en
un espacio de cuatro dimensiones, dos planos pueden cortarse en
un solo punto, Aun cuando esta propiedad dificulta la formacién
de una imagen mental al respecto, el concepto de hojas ha resulta-
do ser muy util. :

En general, se asocia con toda funcién algebraica y(x), defi-
nida por una ecuacién polinomia f(x, y) = 0 de grado n en y,
una superficie de Riemann de n hojas en la cual la funcién es uni-
forme. La superficie de Riemann es esencialmente el grafico de
la funcién en un espacio con dos coordenadas complejas. Se pue-
den estudiar los puntos de la superficie de Riemann en la proximi-
dad a los puntos correspondientes a x = & por medio de desarro-
llos de series infinitas (Cap. mr-11) en una variable f, en que x
= a - t° (Bibliografia N? 8; pdg. 32). Un estudio cabal de este
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mis bien complicado procedimiento puede consultarse en (Biblio-
graffa N9 8).

El resto de este capitulo estd dedicado a unos cuantos procedi.
mientos pricticos para la construccién de graficos reales, a la reso-
lucién grifica de ecuaciones algebraicas y a la determinacién de
ecuaciones empiricas,

EJERCICIOS:

Y. Dar tres ejemplos de cada uno de los siguientes tipos de funciones al-
gebra:cas de x: a} funcidn polinomia; b} funcidn racienal que no sea un poli-
nomio; ) [uncién algebraica, pero que no sca funcidén racional.

2. Tndicar el niimero de hojas en la superficie de Ricmann de cada una de
las funciones escritas en el Ejercicio 1.

VII-8 TRAZADO DE CURVAS. Eltrazado de
la curva de una ecuacién dada puede efectuarse construyende la
curva mecitnicamente, trazando numerosos puntos con cierto grado
de precisién o trazando unos pocos puntos seleccionados y determi-
nando la forma de la curva de acuerdo con su simetria, sus puntos
singulares y sus asintotas. Consideraremos brevemente cada uno
de estos métodos.

Alfred Bray Kempe resolviéo completamente, en teorfa, el pro-
blema de construir mecinicamente el grifico real de cualquiera
curva plana algebraica f{x, y} = 0 de grado n empleando poligo-
nos articulados (Cap. v1-9). En la prictica, estos mecanismos sue-
len complicarse mucho y hacerse engorrosos a medida que n aumen.
ta. Sin embargo, pueden construirse convenientemente muchas cur-
vas planas corrientes utilizando poligonos articulados. Yates (Biblio-
graffa N¢ 54) seitala la construccién mecdnica de muchas curvas;
incluso la cardiode, la cassiniana, la cisoide, las secciones cénicas,
la lemniscata de Bernoulli y el caracol de Pascal. Todos emplea-
mos compds para trazar un circulo y, posiblemente, una cuerda
enlazada a espigas fijas en los focos para dibujar una elipse. Al-
gunas personas consideran que un pantdgrafo (Ejercicio 4, Cap.
vi-9) y algunos otros aparatos mecdnicos son muy utiles. No obs-
tante, la mayor parte de los métodos mecdnicos requiere dema-
siado equipo y a menudo aparatos muy especiales, para el uso co-
rriente.
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El trazado de una curva de grado » por medio de un gran nu-
mero de puntos puede ser dificil asi como tedioso. Las dificulta-
des que se presentan se deben, algebraicamente, a que las raices de
las ecuaciones polinomias de grado n deben aproximarse; y, geomé-
tricameénte, a que la sucesion de puntos sobre la curva o la asocia-
cién de los puntos trazados no es obvia de inmediato. En general,
el método de trazar simplemente puntos es mis Util en las curvas
unicutsales (Cap. vi-5) .

Existen varios métodos para simplificar el procedimiento de
trazar numerosos puntos del grafico de una curva cuya ecuacién
f(x,9) == 0 es dada. En primer lugar, es ficil trazar los puntos de
interseccion de la curva con los ejes coordenados y por lo menos
corrientemente son tan ficiles de obtener como cualquier otro: las
intersecciones con el eje x son los ceros reales de fix, 0) y las inter-
secciones con el eje y son los ceros reales de f(0, y). Por ejemplo,
x' 4+ 9 — bx -+ ¥y — 6 tiene f(x, 0) = x* — 5x - 6, de donde las
intersecciones con el eje x son 6 y — 1; f(0, ¥} == y* - y — 6, de don-
de las intersecciones con el eje y son 2 y —3,

En segundo lugar, la curva puede ser simétrica respecto de cier-
tos ejes o puntos, de modo que sélo una parte del grifico necesita
un trazado cuidadoso y el resto puede obtenerse por simetrta. Por
ejemplo, el grifico de y -~ X" €5 simétrico respecto dei eje y. En
general, el grafico de f(x, y) es simétrico:

al eje x si f(x,y) = f(x, =y),
al eje y sl f{x,y) = f(—x.9),
al origen si f(x, y} = f(—x, —y},
¥ ala recta y == x si f(x, ¥) = fry, x).

Se pueden desarrollar pruebas para determinar la simetria respecto
de muchos otros ejes y centros (Ljercicio 3), pero las anteriores son
las mas comunes y las mds ficiles de aplicar (Ejercicio 2).
Otro concepto que simplifica el trazado de puntos es el de las
regiones excluidas. Frécuentemente, existen conjuntos de valores
de una variable para los cuales el grafico no tiene ningtn valor
real, Tales conjuntos de valores se denominan regiones excluidas.
Por ejemplo, €l grafico de y =— %' no tiene ningtin punto real para
los valores negativos de y; el grifico de ' = 2x — x* no tiene nin-
gun punto real cuando x < ¢ 0 2 < #; el prafico de la Fig. vir-13
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no tiene ningtn punto real cuando —3 = x < —2,0 = x < 2,
02 < % <_E_.

Frecuentemente, es de especial interés el comportamieénto de
un grafico en las proximidades del origen o de algun otro punto.
Mediante una traslacién ¥’ = x — @, 9" = y — b el comportamien-
to de cualquier punto (a, b} puede ser estudiado como ¢l compor-
tamiento respecto del nuevo origen. En general, los términos de
menor grado determinan el comportamiento de la curva en las pro-
ximidades del origen. Dado cualquier polinomio f(x, y), sea g(x, ¥)
= 0 la ecuacién polinomia que resulta igualando a cero los térmi-
nos de menor grado de f(x, y). Si g(x, ) es constante y diferente de
cero, el grafico de f(x, ¥) no pasa por el origen. En todo caso, los
términos de g(x, y) son del mismo grado, es decir g(x, y) es un po-
limonio homogéneo. Un polimonio homogéneo de grado r en x
¢ y con coeficientes complejos se puede expresar siempre, tedrica-
mente, como el producto de r polimonias lineales con coeficien-
tes complejos. Los graficos de los factores lineales de g(x, y} son
las tangentes a la curva f(x, y) = 0 en el origen. Por ejemplo,
si f(x,y) = &' + 7" — Baxy, en que a 3= 0 (Fig. vi-6), entonces
g(x,y) = — 8axy y las tangentes en el origen son x == 0 e y = 0.
Andlogamente, el grifico de x* 4 xy' <= ax’ — ay* == 0 tiene tan-
gentes X 4 y == 0y x — y = 0 en e] origen.

Para hacer el grafico de las funciones racionales (Cap. vir6),
son muy ttiles las asintotas horizontales y verticales. En general,
dado cualquier polinomio f(x, y) de grado n, los términos de gra-
do n y n — 1 determinan el comportamiento de la curva en los
valores numéricos grandes de las coordenadas. Sea h(x, y) el poli-
nomio homogéneo compuesto por los términos de grado n de f(x,
y). Los graficos reales de los factores lineales de h(x, y) son parale-
los a las asintotas del grifico de f(x, ). En el ejemplo f(x, y) =
x? + y* — 8axy (Fig. vu-6), h(x,y) = x* 4 ¥, y la unica asintota
es paralela a x 4 y = 0. En general las ecuaciones de las asintotas
dependen de los términos de grados n y n — 1 (Bibliografia N¢ 27,
pég. 18). Si A(x, y) no contiene un término x", sea p(y} el coelt-
ciente de la potencia mayor de x en el polinomio original f(x, y).
Entonces los graficos de los factores lineales de p(y) son las asinto-
tas horizontales de f(x, y). Lo mismo se puede decir respecto de
las asintotas verticales, como se ilustré en el Cap. vi6 al conside-
rar las funciones racionales en la forma p(x)y — ¢(x). La teoria
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general de las asintotas incluye el Diagrama de Newton o tridngu-
lo analitico (Bibliografia N¢ 27, pig. 15).

Hasta aqui hemos estudiado el wso de las intersecciones con
los ejes coordenados, de la simetria, de las regiones excluidas, de
las tangentes en el origen (o en cualquier otro punto determina-
do}, y de las asintotas en el trazado del grifico de un polinomio
f(x, ). Los puntos singulares (Cap. vii-5) pueden usarse también
en forma cfectiva. Frost (Bibliografia N¢ 22) y Johnson (Biblio-
graffa N? 27) tratan este tema en forma elemental y no supo-
nen conocimiente algune de cdlculo, Hilton (Bibliografia N¢ 26)
aprovecha efizcamente conceptos matemdticos mds avanzados. Con-
cluiremos esta seccién con un solo ejemplo de los eficaces méto-
dos empleados en textos mis avanzados, tales como (Bibliografia
Ne¢ 26),

Dado cualquier polinomio f{x, y) de grado n, podemos hacer
que cada término del polinomio sea de grado n insertande una po-
tencia adecuada de z y obtener, de este modo, un polinomio homo-
géneo f(x, v, z). Por ejemplo, si f(x,y} = x* -- y* -~ 3xy, entonces
f(x, ¥, z) = x* 4+ y* = 8xyz. En seguida, empleamos la notacién f,
para indicar la primera derivada parcial respecto de x de f(x, v, z),
es decir, la primera derivada de f(x, y, z) con respecto de x, en que
¥ ¥ z se consideran constantes. Andiogamente, f., es 1a derivada par-
cial de f, con respecto de y, etc. En el caso de f(x, y, 2) = x% + 9°
— 3xyz, tenemos:

f: = 3x% — 3.92: fsr = 32}2 = 3I2, Je= _3xy!
fzz = Gz, Juw = 6y, Ju=0,
Jev=Ju = —~3z, Jor = Sy = =33 Jez = for = -3y

El grifico del determinante de las derivadas parciales de segundo
orden de f{x, ¥, 2),

fl‘: _fxy f:l
H(z,y,2) = |fu Suw  Jus
Jiz S [fu

se denomina el hessiano de la carva dada (Bibliografia N9 26, pig.
98). La importancia del hessiano se debe a que las intersecciones
de una curva con su hessiano son precisamente los puntos singu-
lares y los puntos de inflexién de la curva dada. Por ejemplo, el
hessiano de x' 4 »* - 3xyz es el grifico del polinomio

1339 ¢(



Meserve / Conceptos fundamentales de dlgebra

6z -3z -3y
H(z,y,2)=|~32 6y —3x|= —54(z*+ ¥%).
-3y -3 O

*

Las intersecciones de los graficos f(x, y) = x* 4 y* — 3xy y H(x,
y) = — 54(x7 4 y} deben también encontrarse sobre 54f(x, ¥}
-~ H(x, y) y, por lo tanto, sobre por lo menos uno de los ejes
coordenados. En consecuencia, el tnico punto singular o punto de
inflexion del grafico de f(x, y) = x’ + y° — 3xy se encuentra en
¢l origen (Fig. vir-6).

En esta seccién hemos considerado varios métodos de hacer gri-
ficos de curvas planas. No obstante, de ninguna manera hemos
agotado el tema, ya que se puede escribir facilmente la ecuacién
de una curva plana de grado superior cuyo grifico no se puede
obtencer de inmediato por medio de estos métodos. En consecuen-
cia, al reconocer la dificultad de representar grificamente la ma-
yorfa de las curvas planas de grado superior, consideraremos el
presente estudio sélo como un breve tratudo de los métodos que
pueden facilitar la representacién grifica de cualquiera curva pla-
na dada de grado superior, pero no se puede esperar convertir Ia
representacién grafica en una simple rutina. En la seccién que si-
gue estudiaremos unos cuantos tipos especiales de graficos.

EJERCICIOS

1. Encontrar Ias intersccciones de las siguientes curvas con el eje x, y con
el eje y!

a) ** —Bx Ly LTy +12=0

by x' 4y — Saxy = 0 (Fig. vu-6), folio de Descartes;
o afyt 4 — 4 = 0

dy % —x -4y =G

¢ afy ! ' =0

fi x*y 4 a*y — &' = 0. curva versiera de Agnesi;

g} x' 4 x* — Zay'= 0, cisoide de Diocles;

h)y x* 4 xy* 4 ay? — 3ax! = 0 (Fig. v1-5), triscctriz;
i) &' 4 x9' 4 ax? — ay' = 0, estrofoide;

i) x%y o by — a'x = 0, serpentina;

K =g 1) (2 —2);

D y=~xt@x ) x—2).
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2. Probar Ia simetria de cada una de Ias curvas del Ejercicio 1, con respecto
a) al eje x; b) al eje v; ¢) al origen; d} a la recta x = ¥.

3. Inventar demostraciones para probar la simetrfa con respecto a cada
una de las signientes rectas: a) x = L D) x =a; ) y = b;d} x —y = 0.

4. Indicar las rcgiones excluidas, si cxiste alguna, respecto de x e ¥ en los
graficos de cada una de las curvas del Ejercicio 1.

5. Encontrar Ias tangentes en el origen de las curvas siguientes:

(a) 2t = 2, (c) (x4 2yt =z + 1),
(b) ¥ = 2%(x — 1), (d) oyt — 2 = 2

6. Hallar las tangentes en el origen, si existe alguna, de Ios grificos de cada
una de las curvas del Ejercicio 1.

7. Discutir ¢l comportamiento de x' + y* — Gxy en (3,3).

8. Hallar los puntos singuiares de cada una de las curvas siguientes emplean-
do el hessiano: a) x* — xy* — ¥4 by x? L xy* — .

9. Hacer el grdfico de las curvas del Ejevcicio 8. [Indicacion; la curva del
Ejercicio 8 (b) es reducible (Cap. vi1-9)1.

VII-9 GRATFICOS ESPECIALES. Ahora vamos
a estudiar cuatro métodos especiales para hacer graficos. Estudia-
remos los grificos de curvas reducibles, grificos que resultan de
la composicién de ordenadas, gréficos de funciones trascendentes
y curva de Peano (curva que llena un area).

Todas las veces que el polinomio f(x, y) puede factorizarse como

f(x, ¥) = g(x, ¥} - h(x, y),

se dice que el grifico de f(x, y) es reducible y comprende a la to-
talidad de los puntos sobre los grificos de g(x, ¥) y h(x, y). Los
grificos de los factores de f{x, y) se denominan componentes del
grafico de f(x, y). Por ejemplo, el grifico de x* 4 xy* — x (Ejer-
cicio 8 b), Cap. vi8) tiene dos componentes correspondientes
a los factores x y x' 4 ¥' — 1, respectivamente. De esta manera
puede obtenerse el grifico de cualquier curva reduciple haciendo
el grifico de cada uno de sus componentes.

La representacién gréifica de f(x, y) suele simplificarse a menu-
do resolviendo la funcién para una de las variables, como ser, y =
7{x), en que r{x) no es necesariamente un polinpmic. Por gjem-
Pto,
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2 4yt — 2zy +2r — 2,

al resolverla respecto de y, resulta:

y:x:{_—_‘\/2-'2£-ﬂ:2,

que se puede representar grdficamente como y = ¥, + %. en don-
de y, == x, y

Yo = V2 - 25— 2
6 (x 4 1" 4 3 = 3. Si f(x, y) = 0 se resuelve respecto de y, este
método de trazar la curva se denomina representacién grifica po
composicion de ordenadas.
En nuestro estudio nos hemos preocupado principalmente de
los graficos de polinomios. También pueden determinarse grafi-

cos de funciones trascendentes tales como y = sen x 0 y =
log,x, en que I < p, por medio de varios polinomios:
Y= —x six < 0,
= Bsix =0,
= x2six > 0,
o por otros sfmbolos tales como y = |x| o y = [x}], donde el x en-

tre paréntesis indica el mayor entero menor que o igual a x. Va-
rias funciones semejantes a éstas se tratan en (Bibliograffa N? 24,
pags. 55-60). Es posible aun definir y, por muy equivoco que sea
su grafico, debido a la distancia entre las marcas correspondientes
a los puntos trazados. Por ejemplo, supongamos

1.si % es racional,

'y —
= O si x es irracional.

Dado que los nimeros racionales son densos y los nimeros irra-
cionales son infinitos (Cap. 1-18) en todo segmento (a, b), siendo
a < b, el grafico de la funcién uniforme anterior resulta estar
compuesto de dos rectas y == 0 e y = 1. En el Ejercicio 3, pueden
hallarse varios otros ejemplos de graficos que no pueden darse por
un solo polinomio en ¥ y en y.

Concluiremos nuestro estudio sobre el trazado de graficos re-
firiéndonos a una curva con propiedades muy excepcionales, el
arco de Peano, que llena un 4rea, pues pasa por todos los puntos
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interiores de un cuadrado. Se denomina arco porque cada punto
de €l puede determinarse por un solo valor real del pardmetro ¢,
0 < ¢ < 1, del mismo modo, que los puntos interiores de un seg-
mento unidad sobre el eje x pueden determinarse por un solo va-
lor real de #, 0 < x < 1. En (Bibliografia N¢ 21, p4g. 56) se puede
consultar una descripcién de la manera en que se asocian los pun-
tos interiores del cuadrado con los valores reales de i, siendo O
< t < 1. Este arco tiene importancia en las teorias matemdiicas
ya que establece una correspondencia biunivoca entre los puntos
de un elemento de un area {de dos dimensiones) y los puntos
de un segmento de recta (de una dimensién),

EJERCIGIOS

1. Trazar los grificos det

(8) 2@+ -2z + 2y = 7),
(b} (z* — )&+ * — 1), -
(c) 2 — 2y — 2z 4+ 2y,

2. Representar grificamente por composicién de ordenadas o ahscisas:
(a) ¥ = «*+ 1,
(b x* — 4xy 4+ 4 == ¥ — 4,

(©) «* 4 6xy o 99 + % 4 6y o L = 0,
(d) ¥y = x + sen x.

3. Hacer los grificos de:

@ 9y == x — [x] () ¥y = 1 st x es racional,

(byy = |x|. = ~—1 si x es irracional;

Cy=—xsix =0 £ » = |x| .
= x 8 x > 0. (g ¥ = x ~— [x].

(d)y = +/x si x es el cuadrado

de un entero,
x en todos los demds
Cas0s

VIL-10 SOLUCIONES GRAFICAS. S5ipara
obtener la solucidén de un problema se necesita observar las inter-
secciones de rectas y curvas sobre un plano, ésta es necesariamente
una solucién aproximada, No obstante, una solucién aproximada
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suele ser muy util. La adicién grafica que sigue es un ejemplo
trivial del procedimiento general.

Consideremos la familia F de rectas x - ¥y = C y hagamos un
cuadro trazando las rectas correspondientes a valores de ¢ menores
en valor absoluto que alglin numero positivo N. Puede hallarse
grificamente la suma e <4 b de dos numeros reales trazando el
punto (a, b} y observando €l valor particular de C que correspon-
derfa a la recta de la familia de rectas F que pasa por (a, b).

Las aplicaciones de los métodos grificos son muy numerosas.
En la Bibliografia N? 46 se consideran la adicidn, la sustraccién,
la multiplicacién y divisién, interés simple y compuesto, resolu-
cibn dé ecuaciones cuadraticas, ciibicas y cudrticas, la integracion
y la diferenciacién. El uso de las curvas en el problema de la tri-
seccion se estudié en el Cap. vi-7. Muchas otras aplicaciones de
los métodbs graficos pueden consultarse en la Bibliografia N¢ 33.

Otra aplicacién de las soluciones graficas se encuentra en las
reglas de cdlculo y nomogramas. Por ejemplo, en la mayoria de
las reglas de calculo se puede hallar la raiz cuadrada de un nu-
mero en la escala A mirando directamente debajo de ella (supo-
niendo que los extremos de las escalas se corresponden) sobre la
escala C. La correspondencia entre el niimero y su raiz cuadrada
se puede mirar comtnmente gracias a un hilo cruzado (recta fina
y movible perpendicular a las escalas) . Por esto, la regla de cdlcu-
lo es un caso especial de grafico alineado o nomograma. Muchos
nomogramas consisten en tres rectas o curvas situadas con preci-
sién, con escalas (posiblemente muy diferentes en unidades y en
significado) marcadas sobre cada una de ellas. El nomograma se
usa entonces colocando*una reglita sobre puntos en dos de las es-
calas, segtin los datos dados, y leyendo el resultado en la tercera
escala. Maurice d'Ocagne inventd algunos excelentes nomogramas
y desarrollé métodos para resolver ecuaciones en mds de dos varia-
bles en el plano. Muchos de los procedimientos publicados en li-
bros m4s recientes se basan sobre el trabajo de d’Ocagne. Para
pormenores respecto de la construccién y uso de nomogramas se re-
mite al lector a textos especiales sobre la materia. Concluiremos
nuestro estudio de las representaciones gréficas con una breve dis-
cusién del problema de hallar una ecuacién o curva que corres-
ponda a un conjunto dado de puntos.
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EJERCICICS

1. Dibujar grificos que puedan servir para apreximar cada uno de los si-
putentes, siendo 0 = & = 1

(a) Vb, () Vb, (e) Vb +3,
(b) b 41, () b, (fy Vb + 3.

2. Dibujar varias curvas de una familia de curvas que sisvan para aproxi-
mar cada una de las siguientes:

(a) a4+ 5, (e) ab, (e) a* + 2ab + b
(b) a — b, (d) asb,

8. Resolver gréficamente los siguientes sistemas de ecuaciones y desigual.
dades:

(W) y = =2, (¢) sineg <y 31,
¥y <z 1zl <3
¥ > (d) 1/z > 1/y,
(h) 1 = y* > 2%, 22+ yt = 25,
O0<ze <y

VII-11 DETERMINACION DE CURVAS,.
Hasta aqui hemos trazado curvas de ecuaciones dadas. En esta
seccion, supondremos que se da un conjunto de valores correspon-
dientes a dos variables y procuraremos encontrar la ecuacién en-
tre las dos variables que mejor convenga a los datos dados v a las
condiciones del problema. A menudo los datos se han obtenido
por medio de la observacién o de la experimentacién y al formar
una ecuacién entre las variables se puede lograr una mejor com-
prensiéon del problema.

Siempre es posible hallar una curva de grado menor o igual a
n — 1 que pase por n puntos dados. Sin embargo, puede ocurrir
que nuevos conjuntos de valores del grifico no se aproximen a
los nuevos valores correspondientes del problema, Nos referiremos
a algunos métodos para determinar una ecuacién, denominada
ecuacion empirica, que se satisfaga aproximadamente con los da-
tos dados. Por ser la linea recta la curva cuya imagen se capta mas
ficilmente, la consideraremos en varios tipos de escalas coordena-
das. Para medir si una ecuacién empirica es adecuada o no se suele
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utilizar promedios o el método de los cuadrados menores, es decir,
se reduce al minimo la suma de los cuadrados de las diferencias
entre los resultados de los datos dados y aquellos que se desprenden
de la ecuacién. El tema de la determinacidn de curvas a partir de
datos dados entre las variables se estudia en muchos textos de geo-
metria analitica, por ejemplo, en (Bibliografia N¢ 38, pags. 204-
228) . Se pueden consultar estudios més completos sobre esta mate-
ria en Bibliogria N¢ 14, pdgs. 3-88; N? 33, pdgs. 120-169.

El grafico de ¥y = ax -~ b en papel corriente para gréficos es
una linea recta con pendiente ¢ y que corta al ejey en b. A la in-
versa, cada vez que los puntos correspondientes a los datos dados
parecen encontrarse sobre una Hnea recta en papel corriente para
graficos, ellos pueden satisfacer (mediante un cambio de coordena-
das si la recta es paralela al eje ¥} muy aproximadamente una ecua-
cién de Ia forma y — ax -~ b. Las constantes ¢ y & pueden calcu-
larse ficilmente basdndose sobre los datos dados o en el grifico
de la recta.

El método de los promedios se aplica a la relacién lineal y =
ax + b, como sigue: Por ejemplo, los pares dados de valores

x 1 2 3 4 5 6 7
y 320 430 480 610 7.00 820 9.10

se dividen en dos conjuntos (dado que hay que determinar dos
constantes) aproximadamente iguales en niimero. Por ejemplo,
tomemos los primeros tres y los Gltimos cuatro pares de datos ante-
riores. En la relacién lineal se sustituyen los pares de cada conjunto
y obtenemos las ecuaciones aproximadas

32= a-+b 61=4a+b,
43=2a+b, 70=05a+b,
48=3a+b, 82=06a-b,

91 =T7a+b;

Los elementos de cada conjunto se suman

12.8 = 6a + 3b, 804 == 22a - 4b,
y las dos ecuaciones que resultan se resuelven simultineamente
para a == 1 y b = 2.1 para obtener la ecuacién empirica y = x
+ 2.1 También puede usarse el método de los promedios para

adecuar una paribola y = ax' 4 bx 4 ¢ a partir de los datos
dividiendo los pares de valores en tres conjuntos y resolviendo las
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tres ecuaciones lineales resultantes respecto de tres pardmetros a,
b, c.
Cuando se aplica el método de los cuadrados menores a la ecua-
cién lineal y = ax 4 b determina principalmente valores de a y b
tales que

D =2(ax,+b'—y;)’
J-
es un minimo donde hay n pares de valores (x,,y: L, 1= 1,2, ..., n,
en los datos dados. Esto se puede hacer resolviendo las dos ecua-
ciones lineales diferenciales 3D/da = 0, 3D/3b = 0 simultinea-
mente para a y b. También se puede hacer (Bibliografia N? 38;
pags. 219-222) resolviendo simultdneamente las ecuaciones

Sy =a 2z +nb,
S ziy;=a D +b 2%
Si las ecuaciones aproximadas y, = ax; -- b forman una columna
y las x,y, = ax," 4+ bx, otra, resulta para el ejemplo anterior

32= a4+ b 32= a+ b
43= 2a+ b 86= 4da+4+ 2b
48= 3a+4 b 144= 9a+ 3b
6.1= da+4 b 244 = lfa+ 4b
7. = ba+ b 35. = 28a+ &b
82= 6Ba+ b 492 = 36a+ 6b
91= T7a+ b 63.7 = 49a+ Tb

427 =28a +7b 168.5 = 140a -+ 28b
de donde @ = 0.99 y b = 2.14, y resulta la ecuacién empirica y =
0.99x + 2.14. Es obvio, que estos métodos se pueden aplicar con
ligeras modificaciones 2 las relaciones lineales log y == a log x +
log & y log y = ax + b, la que acabamos de considerar.

La ecuacién y == bx® es equivalente a log ¥ ='a log x 4 log &
que es lineal en log y y en log x. En consecuencia, se emplea papel
logaritmico, donde las distancias Ox y Oy representan los logarit-
mos de x y de y respectivamente, en vez de sus magnitudes. Siempre
que los puntos correspondeintes a los datos dados se presenten

sobre una linea vecta en el papel logaritmico, ellos pueden sa-
tisfacer aproximadamente una ecuacién de la forma y = bx"
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y las constantes pueden determinarse ficilmente por medio del gra-
fico. Este método se puede hacer extensivo a y = bx* 4 ¢ conside-
réandola en Ia forma log (y — ¢} == a log x 4+ log b. El valor de ¢
puede calcularse por ensayo y error o grificamente (Bibliografia
N9 14; pdg. 12). '

Hacemos notar también que y = 10™* 4 ¢ puede consideratrse
en la forma log (y — ¢) == ax -}- b como un grifico lineal en papel
semilogaritmico. Finalmente, cuando la razén de cambio de una
variable con respecto a la otra es lineal, tenemos

sy
T 2az + b

y las variables pueden relacionarse por medio de

j_%=2ax+b or y=ax*+br+ec

Si los reciprocos de x e y estdn relacionados linealmente, es decir,

1 b
= e b
Y X
entonces
——
¥=ar+o

Hay otros tipos comunes de ecuaciones empiricas, pero las anterio-
res dan a conocer uno de los usos de los diferentes papeles coorde-
nados y algunas de las ventajas de los métodos graficos. Un estudio
mas amplio de las ecuaciones empiricas puede consultarse en (Bi-
bliografia N9'14) y en muchos textos sobre estadistica,

EJERCICIOS

I. Por medio del método de los promedios hallar una ecuacién de la forma
y = ax - b que se satisfaga aproximadamente con los sigulentes datos:

x1 2 8 5 10 12
y 224365 11 21 2

2. Trazar les puntes dados sobre la recta gue se obtuvo en cl Ejercicio 1.
3. Hallar una ecuacién de la forma y = ax* 4= bx 4 ¢ para los datos dados
en el Ejexcicio 1.
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VII-12 CONCLUSION. En este capitulo hemos consi-
derado las relaciones entre los grificos y las ecuaciones. Desde la
Seccién 1 hasta la Seccién 10 nuestro interés principal residié
en obtener el grifico de una funcién dada; en la Seccién 11 nos
preocupamos de hallar una ecuacién de cierto tipo valiéndonos
de la curva que mejor se ajustara en los puntos ocrrespondientes a
ciertos datos dados. Iistas consideraciones ilustran la importancia
de las relactones entre los conceptos fundamentales de algebra y
los conceptos fundamentales de geometrfa, En particular, hemos
visto que muchos problemas algebraicos pueden expresarse geomé.
tricamente y, anilogamente, muchos problemas geométricos (por
ejemplo, las construcciones clisicas del Cap. v1) pueden expresarse
algebraicamente, Como se puede ver, un estudio de los conceptos
basicos de cualquiera rama de [as matemiticas, y en particular
nuestro estudio de los conceptos fundamentales de dlgebra, en este
texto, amplfan nuestro conocimiento de todos los aspectos de las
matematicas. ;
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323 / reglada 325.
926 [ de Riemann
334-335.

Sustraccién 32.

relaciones

T

Tungentes 171 / en el
origen 338.

Tavlor, férmula de 173
[ serie de 175-170.

Teorema de Bolzano-
Weierstrass 55 [ dec
Cantor-Dedekind 52,
5% [/ chino del resto
130 / de Dedekind
47 |/ de De Moivre
7459 / de Euler 126
| del factor 178 f

Indice allabético

de la (factorizacidn
nnica 98 / de Fer.
mat, simple 126-127
{ de Fermat, tltimo
181-133 | fundamen-
tal del dlgebra 184
{ fundamental de Ia
arittmética 98 [/ fun-
damental para siste-
mas de ecuaciones li-
neales 265 [ «de Hei-
ne-Berel-Lebesgue 55
/ de Pitdgoras 131
del resto 178 [ de
Sturm 207213 | de
Wilson 151.

Teorin de lus ecuacio-
nes 177220 / de los
nimeros 85-133.

Tetradimensional, espa-
cio 325-327.

Tomahawk 306.

Totient de m 122

Transfinito, nlimero
cardinal 56.

Transfoymaciones, afin

288 | elementales
259 [ de Euclides
284 | geowmélricas

270.986 / grupo de
285 | homotéticas
286 [/ de identidad
285 | inversas 28 /
lineal birracional 193
| producto ordenado
de las 282 [ de ral-
ces 191-196G.
Transitividad 20-21.
Transposiciones 229-
234,
Trascendente, funcidn
175-176 / mimero 45,
Traslacién 279-280,
Trazade de curvas 308,
386-543.
Triangular, matriz 250.
Trinomio 136.

Y3614

I'tigonomdétiricy, vepie-
sentacion <e los nii-
meros 6.

Triseccion de un dngu-
lo, clasica 301, 302 /
no clisica 303-308
de Arquimides 304 /
tde Kempe 507,

Trisectriz de Macluurin
505,

u

Uniceersal, curva 529,

Untdad 26, 27, 87 / vai-
ces de la 76.77, 121-
128,

Unidades 87, 91, 141,

Uniforme, funcidn 155,

Uno a uno, correspon-
dencia 14

v

VYacio, conpunto 17, 47
{ grifico 314

Valor absoluto 89, 66 f
principal 70-74,

Vandermonde, determi-
nante 25).252.

Vaviable, 127.128, 135 /
cambio de 151-153,
181-183 { dependien-
te 154 / entera posi-
tiva 155 / indepen-
diente 154 | real
continua 135,

Variacion  202.203,

Vector 69.

Vertical, asintota 330,

w
Weicrtstrass, tcorcina de

B3,
Wilson, teovema de 131.






Stmbolos y Notacion

Los simbelos y notacién siguientes aparecen por primera vez y se definen

en las paginas que se indican a la izquierda,

PABINA
16, 19
16, 20
16, 29
21

23
33, 84
37

59

47

57

64

66

80

82
86
87
87
95

99

107
116G
121
121
122

3344

a=b (mod m)
a == b {mod m)
[7] (mod m)
P(m)

PAGINA
137
154
167
158
159

pix)
f(x)

[~]
{a.}

£

Ng

lim a,

[+s]

Ta,
n—1

lim f(x)
K= a™

lim f(x})

Xexat

5«
#(x)
pml(x)
Sa

[au], 1‘,_’. — 1, 2, . n
Ial.\‘r! "J f — Ir '2J L

P,
(ab)
=
Cier
fe

i)
, B
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